
二○○九年招收硕士学位研究生试卷 

试卷代号  360      试卷名称   高等数学  (A)      
 
①试题内容不得超过画线范围，试题必须打印，图表清晰，标注准确。 

②考生请注意：答题一律做在答题纸上，做在试卷上一律无效。 

一、填空题（本题共 6 小题，每小题 4 分，满分 24 分，答案写在答题纸上） 

1、设 f(x)= ⎨  连续，则 a=           
⎩

⎧

>+
≤

0,
0,

xax
xebx
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2、若 存在且 f(0)=0，则)0('f
x
xf

x

)(
0→

lim   =            

054" =′ +− yyy 的通解为            3、微分方程

4、幂级数 ∑
∞

=

−

1
2

)3(
n

n

n
x

的收敛区间为            

5、设四阶方阵 A 的秩为 2，则其伴随矩阵 的秩为           *A  

6、在五阶行列式中，项a 的符号取           4321145532 aaaa  

 
二、选择题（本题共 6 小题，每小题 4 分，满分 24 分，在每小题给出的 4 个选项中，只

有一项符合要求，把所选项前的字母写在答题纸上） 

1、直线 l 与 x 轴平行且与曲线 y=x xe− 相切，则切点为（    ） 

A.（1，1）  B（-1，1）  C（0，1）  D（0，-1） 

2、函数 f(x)有二阶连续导数，且 f(0)=0, ,2)0(,1)0(′ ′′= = −ff 则 20

)(lim
x

xxf
x

−
→

为（    ） 

A.不存在  B.0  C.-1  D.-2 

3、 ∫=
x

dttfxF
0

)()( ，其中 f(x)为连续奇函数，则 F(x)是（    ） 

A.奇函数  B.偶函数  C.非奇非偶  D.既是奇函数又是偶函数 
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4、∑
∞

=

−
1

2)1(
n

n xa 在 x=-1 处收敛，则此级数在 x=2 处（    ） 

A.条件收敛  B.绝对收敛  C.发散  D.收敛性不能确定 

5、设 A=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nnnn

n

n

bababa

bababa
bababa

L

LLLL

L

L

21

22212
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，其中 ),,2,1(,0,0 niba ii L=≠≠ ，则矩阵 A 的秩

r(A)=(    ) 
A.0   B.1  C.n-1  D.n 
6、设 A，B 都是 n 阶非零矩阵，且 AB=0，则 A 和 B 的秩（    ） 
A.必有一个等于零    B.都小于 n 
C.一个小于 n, 一个等于 n    D.都等于 n 
 
三.（本题满分 10 分） 

若函数 )(xf 在 a 点可导，且 0)( >af ，求

n

n af
n

af

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +

∞→ )(

)1(
lim  

四.（本题满分 10 分） 

设函数
2xy = ， 10 ≤≤ x ，问： 

（1）t 取何值时（图 1)中阴影部分面积 1S 与 2S 之和最小？ 

（2）t 取何值时 1SS = 2S+ 最大？ 

 

 
 

                                 图 1 

2xy =

1S  

2S

t x

y 
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五.（本题满分 12 分） 
 

设 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上满足
xxf exfxexfx −=′+′′ ′ 1)]([9)( 2)(
，且 )(xf ′′ 在 0=x 点连续. 

（1）若 )(xf 在点 )0( ≠= aax 有一个极值，证明这个极值必为极大值； 

（2）若 )(xf 在点 0=x 有一个极值，问它是极大值还是极小值. 

 
六.（本题满分 10 分） 

设 )(),( xgxf 在区间 ],[ ba 上均连续，证明： 

∫ ∫∫ ⋅≤
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( 222  

 
七.（本题满分 10 分） 

椭圆 1
4

2
2 =+

yx 绕 y 轴旋转而成椭球体上沿其长轴方向穿心打一圆孔，使剩下部分体积恰

好等于椭球体体积一半，试求该圆孔底面直径。 
 
八.（本题满分 10 分） 

设函数 )(xϕ 连续，且满足
∫ ∫−+=
x x

x dttxdtxtex
0 0

)()()( ϕϕϕ
，求 )(xϕ  

 
九、（本题满分 10 分） 

确 定 向 量 ),,,2(3 ba=β 使 向 量 组 ),0,1,1(1 =β ),1,1,1(2 =β 3β 与 向 量 组

)1,0,1(),1,2,1(),1,1,0( 321 −=== ααα 的秩相同，且 .3213 线性表示，，可由 αααβ  
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十、（本题满分 10 分） 
已知三阶矩阵 B 0≠ ，且 B 的每一个列向量都是以下方程组的解 

                            
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=−+

03
02
022

321

321

321

xxx
xxx
xxx

λ  

（1） 求λ的值 

（2） 证明： B =0 

 
十一、（本题满分 10 分） 
设三阶实对称矩阵 A 的特征值为 1,2,3，矩阵 A 的属于特征值 1，2 的特征向量分别是

TT )1,2,1(,)1,1,1( 21 −−=−−= αα . 

（1） 求 A 属于 3 的特征向量； 
（2） 求矩阵 A. 
 
十二、（本题满分 10 分） 
A 为 n 阶矩阵，证明：R（A）+R（A+E）≥ n. 
 
 



参考答案 

一、填空题（4 分×6＝24 分） 

1.  1    2. )0(f ′     3. )sin    4.[2,4]     5.  0    6.负号 cos( 21
2 xcxcey x +=

二.选择题（4 分×6＝24 分） 

1.  D  2.  C   3.  B   4.  B  5.  B   6.  B 
三.（10 分） 

解：令

n

af
n

af
y

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +
=

)(

)1(
，则 

                    ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+⋅= )(ln)1(lnln af

n
afny          ……………….2 分 

=
∞→

y
n

lnlim =
−+

∞→ n

af
n

af

n /1

)(ln)1(ln
lim

x

af
x

af

x /1

)(ln)1(ln
lim

−+

∞→
………………4 分 

           
x

t 1
=

t
aftaf

t

)(ln)(lnlim −+
∞→ attf =′= |])([ln   ……………………6 分 

            
)(
)(|)(

)(
1

af
aftf

tf at
′

=′= =  ………………………………………………8 分 

故    原极限＝ )(
)(

lnlimlnlim af
af

yy

n
eee n

′

∞→
== →∞   ………………………………………………10 分 

 四.（10 分） 

解：
3

0

23
1 3

2 tdxxtS
t

=−= ∫           ……………………………………………………2 分 

3
1

3
2)1( 232

1
2

2 +−=−−= ∫ ttttdxxS
t

 …………………………………………………… 4 分 

3
1

3
4)( 23

21 +−=+== ttSStSS ， )10( ≤≤ t  

则                      ……………………………………………………6分 tts 24 2 −=′

令 ，得0=′s
2
1

=t                   ……………………………………………………8 分 

比较
4
1)

2
1( =S ，

3
1)0( =S ,

3
2)1( =S  大小可知： 

当
2
1

=t 时，阴影部分面积 与 之和最小；………………………………………………9 分 1S 2S

 1



当 时，阴影部分面积 与 之和最大. ………………………………………………10

分 

1=t 1S 2S

五、（12 分） 

解：（1）若 a 为 f(x)的极值点， 存在而 )(,0 xfa ′≠ ，则由极值必要条件定理知

           …………………………………………………………………2分 0)( =′ af

故
a
eafaeafaeafaeafa

a
aaaf −

=′′≠−=′′−=′+′′ ′ 1)(),0(1)(,1)]([9)( 2)( 即 ………4 分 

则无论 a＞0或 a＜0,都有 …………………………6分 点为极大值在故 axfaf )(,0)( <′′

（2）若 f(x)在 X=0 点有极值， 

由 点连续在点连续，知在 0)(0)( =′=′′ xxfxxf ………………………………………7 分 

又因为 1
1

lim1lim
00

−=
−

=
−

→→

x

x

x

x

e
x
e

……………………………………………………………8 分 

所以在方程 01)]([9)( 2)( →
−

=′+′′ ′ x
x
exfexf

x
xf 中令  

得 ……………………………………………………………10 分 1)]0([9)0( 2)( −=′+′′ ′ fef xf

由极值必要条件定理知 01)0(,0)0( <−=′′=′ ff 故  

因此 ………………………………………………………………12 分 的极大值点是 )(0 xfx =

六.（10 分） 

证明：对于任意数λ，显然 ，故………………………………………2 分 0)]()([ 2 ≥+ xgxf λ

∫ ∫ ∫+=+
b

a

b

a

b

a

dxxgxfdxxgdxxgxf )()(2)()]()([ 222 λλλ 0)(2 ≥+ ∫
b

a

dxxf  …………….4 分 

上式是一个关于λ的一元二次不等式，其中 ，为使不等式成立，必满足.6 分 ∫ ≥
b

a

dxxg 0)(2

          

  ………………………………………10 分 ∫ ∫∫ ≤−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ b

a

b

a

b

a

dxxfdxxgdxxgxf 0)()(4)()(2 22

2

即 

 2



∫ ∫∫ ≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ b

a

b

a

b

a

dxxfdxxgdxxgxf )()()()( 22

2

 

七.（10 分） 

解：椭球体体积 

ππ∫ =−=
2

0

2

3
8)

4
1(2 dyyV           ……………………………………………………2分 

设圆孔底面半径为 r，则所打圆孔的体积为： 

∫∫
≤+

=′
222

2
rzx

ydxdzV                   ……………………………………………………4 分 

 

   ∫∫
≤+

−−=
222

22122
rzx

dxdzzx        ……………………………………………………6分 

在极坐标系中，令 θρ cos=x ， θρ sin=z ，则 πθ 20 ≤≤ ， r≤≤ ρ0 ，得 

ρρρθ
π

ddV
r

∫ ∫ −=′
2

0 0

2122  

π2
3

2 )1(
3
8 r−−=                      ……………………………………………………9分 

由 π
3
4

=′V 得 ，从而直径608.0≈r 216.1≈d ……………………………………………10 分 

八、（10 分） 

由

……………………………………………………2分 

对于微分方程

故其通解为 ……………………………………………………………4 分 

设

即

∫∫ −+=
xx

dttxdtxtex
00

)()()( 得ϕϕϕ  
x

∫ ∫−=+−+=′
x xxx dttexxdttxxex

0 0
)()]()([)()( ϕϕϕϕϕ  

xx exxxex =+′′−=′′ )()()()( ϕϕϕϕ 即

ixx ±==+=+′′ λλϕϕ 得特征根为其特征方程 01,0)()( .2
 

xcxcy sincos 21 −=

xx eyyxxaey =+′′+′′= *** )(,)()( 则的一个特解是 ϕϕ  

的通解为故从而得 )()(,
2
1, xxaeaeae xxx ϕϕ +′′==+  

xexcxcx
2
1sincos)( 21 +−=ϕ ……………………………………………………………6 分 

由于
2
11

2
1)0(,100)0( 11

0 ==+==−+= cce 得故ϕϕ ………………………………8 分 
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由于
xex +  cxcxe

2
1cossin)(,0)0()0( 21

0 −−=′=−=′ ϕϕϕ 而

2
1,0

2
1)0( 22 ==+−=故 ′ϕ cc 得 ………………………………………………………10 分 

因此 xxx
2
1sin

2
1cos

2
1)( ++=ϕ

分） 

解：设

xe  

九、（10

则),.,(),.,( 321321 βββααα == BA  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝ −
=

111
021
11

A
⎜
⎛0

且 ……………………………………………………………2 分 

………………………………………………………4 分 

因为

2R(A) =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

b10
a21
211

B
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

200
10

211

a
b

2,02,2)()( ==−== aaARBR 即故 …………………………………………………6分 

又因为 33221133213 ,,, ααα kkk ++=βαααβ 故设线性表示可由 ………………………8 分 

即 得 b=0 

因此

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+
+
+

=
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝ 321

21

32

22
kkk

kk
kk

b

⎟
⎞

⎜
⎛2

)0,2,2(3 =β ……………………………………………………………………………10 分 

分） 

（1）设

十、（10

设方程组的系数矩阵为的向量，则是 ),,,(BB,, 321321 ββββββ =  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

113
12

221
λ  A=

由于 有非零解不全为零，所以，，的解，且是，， 0A0Ax 321321 == xββββββ  

…………………………………………………………………2分 

从而 ，即 0
113

12
221
=

−
−

−
λ 得 1=λ ……………………………………………5 分 0A =

0)( 321 =βββA（2）因为 A，B 是三阶方阵，且 AB= ，故 

3)()( ≤+ BRAR 即 )( 1BR,2 ≤= ）（故AR ＜3…………………………7 分 

 4



 5

所以 0=B  …………… …………………………

十一、 分） 

3 的特征向量

… ……………………………10 分 

（10

解：（1）设 A 属于 则,),,(3
Tcba=α  

由于实对称矩阵不同特征值的特征向量必正交，故 

0][0][ == 3231 αααα ，，， ……………………………………………………………2 分 

即 ………………………………………………………………………4

得

取 c=1,则 a=1,b=0,即 ……………………………………………………5 分 

⎩
⎨
⎧

=−−
=+−−

02
0

cba
cba

分 

⎩
⎨
⎧

=
=

ca
b 0

 

T)1,0,1(3 =α

（2）设 ,,( 21 )3ααα=B 线性无关，，故 321,0 ααα ……………………7 分 ，则 ≠B

A 有 3 个线性无关的特征向量，故 

…………9 分 

所以

由于三阶矩阵

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=∧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

300
020
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111
021
111

PAPP 321 ，），，（，其中
⎜

−−==∧=−1 ααα

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=∧= −

1325
2102
5213

6
1PPA 1

…………………………………………………10 分 

十二、（10 分） 

解：因为 

故

分

分

分
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