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第第33章章 自动控制系统的时域分析自动控制系统的时域分析

主要内容

自动控制系统的时域指标

一阶系统的阶跃响应

二阶系统的阶跃响应

高阶系统的阶跃响应

自动控制系统的代数稳定判据

稳态误差

小结
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学习重点
了解典型信号和自动控制系统时域指标的定义；

掌握一阶和二阶系统分析与暂态性能指标计算方法；

建立系统参数与系统暂态响应之间的对应关系；

了解系统参数对系统暂态性能指标的影响，能够定性
分析高阶系统的暂态响应过程；

理解和掌握线性控制系统稳定的充要条件，会用劳斯
判据判断系统的稳定性；

理解稳态误差的概念，了解系统参数对系统误差的影
响，熟练掌握误差传递函数和稳态误差的计算方法。

第第33章章 自动控制系统的时域分析自动控制系统的时域分析
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第第33章章 自动控制系统的时域分析自动控制系统的时域分析

系统的分析方法

时域、频域

时域分析的目的

设法从微分方程判断出系统运动的主要特征
而不必准确地把微分方程解出来——从工程角度

分析系统运动规律。
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3.1  3.1  自动控制系统的时域指标自动控制系统的时域指标

1.对控制性能的要求

(1)系统应是稳定的；

(2)系统达到稳定时，应满足给定的稳态
误差的要求；

(3)系统在暂态过程中应满足暂态品质的
要求。
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3.1  3.1  自动控制系统的时域指标自动控制系统的时域指标

2.自动控制系统的典型输入信号

（1）阶跃函数
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3.1  3.1  自动控制系统的时域指标自动控制系统的时域指标

（2）斜坡函数

A=1时称为单位斜坡函数
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3.1  3.1  自动控制系统的时域指标自动控制系统的时域指标

（3）抛物线函数

当A=1/2时，称为单位抛物线函数
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3.1  3.1  自动控制系统的时域指标自动控制系统的时域指标

（4）脉冲函数
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3.1  3.1  自动控制系统的时域指标自动控制系统的时域指标

（5）正弦函数

用正弦函数作输入信号，可以求得系统
对不同频率的正弦输入函数的稳态响应，由
此可以间接判断系统的性能。
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3.1  3.1  自动控制系统的时域指标自动控制系统的时域指标

本章主要以单位阶跃函数作为系统的

输入量来分析系统的暂态响应。

在工程上，许多高阶系统常常具有近
似一、二阶系统的时间响应。因此，深入
研究一、二阶系统的性能指标，有着广泛
的实际意义。
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3.2  3.2  一阶系统的阶跃响应一阶系统的阶跃响应

1.一阶系统的数学模型
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3.2  3.2  一阶系统的阶跃响应一阶系统的阶跃响应

2.一阶系统的单位阶跃响应
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3.2  3.2  一阶系统的阶跃响应一阶系统的阶跃响应

ts=3T(s)， （对应5%误差带）
ts=4T(s)， （对应2%误差带）

系统的时间常数T 越小，调节时间ts越小，
响应过程的快速性也越好。
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3.2  3.2  一阶系统的阶跃响应一阶系统的阶跃响应

例3-1  一阶系统的结构如下图所示。试求
该系统单位阶跃响应的调节时间ts ；如果
要求ts(5%)≤ 0.1(秒)，试问系统的反馈系

数应取何值？



东北大学《自动控制原理》课程组 16

3.2  3.2  一阶系统的阶跃响应一阶系统的阶跃响应

解：

（1）首先由系统结构图写出闭环传递函数

100
( ) 10( ) 100( ) 0.1 11 0.1

c
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r

X s sW s
X s s

s
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得 T=0.1（s）
因此得调节时间 ts=3T=0.3(s)，（取5%误
差带）
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3.2  3.2  一阶系统的阶跃响应一阶系统的阶跃响应

（2）求满足ts (5%) ≤0.1（s）的反馈系数值。

假设反馈系数Kt(Kt>0)，那么同样可由结构图
写出闭环传递函数

100
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t
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t
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由闭环传递函数可得 T = 0.01/Kt
根据题意要求 ts (5%) ≤ 0.1（s）
则 ts = 3T = 0.03/Kt ≤ 0.1(s)
所以 Kt ≥ 0.3 
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

1.典型二阶系统的暂态特性

假设初始条件为零，当输入量为单位阶跃函数
时，输出量的拉氏变换为
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

系统的特征方程为 02 22 =++ nn ss ωξω

(1)过阻尼（ξ >1）

系统的特征根为

np ωξξ )1( 2
1 −−−=−

np ωξξ )1( 2
2 −+−=−
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

输出量的拉氏变换：
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

输出量的时间函数：
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结论：后一项的衰减指数远比前一项大得多。这时，
二阶系统的暂态响应就类似于一阶系统的响应。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

（2）欠阻尼（ ）

系统的特征根为
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

输出量的拉氏变换：
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式中： 阻尼振荡角频率，或振荡角频率

阻尼角

3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

输出量的时间函数：
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

结论：在的情况下，二阶系统的暂态响应的暂态分量
为一按指数衰减的简谐振动时间函数；振荡程度与ξ
有关：ξ 越小，振荡越剧烈。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

（3）临界阻尼（ξ =1）

系统的特征根为

输出量的拉氏变换：
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

输出量的时间函数：

( ) 1 (1 ),     0nt
c nx t e t tω ω−= − + ≥
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应
（4）无阻尼（ξ =0）

系统的特征根为

输出量的拉氏变换为

二阶系统的暂态响应为
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

综上所述，在不同的阻尼比时，二阶系
统的暂态响应有很大的区别，因此阻尼比 ξ
是二阶系统的重要参量。当ξ = 0时，系统不
能正常工作，而在ξ = 1时，系统暂态响应进

行的又太慢。所以，对二阶系统来说，欠阻
尼情况（ ）是最有实际意义的。10 << ξ
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

2.二阶系统暂态特性指标

当 时，典型二阶系统的输出响应为( ) 1( )rx t t=

( )
2

1( ) 1 sin , (0 1)
1

nt
c dx t e tξω ω θ ξ
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

mt

快速性指标：上升时间tr ，调节时间ts
平稳性指标：最大超调量δ %，振荡次数μ
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

2.二阶系统暂态特性指标

（1）上升时间tr：

系统的输出第一次达到稳态值的时间。

( ) 0sin
1 2
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−

θω
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t

te rn

令t =tr 时，xc(t)=1，得
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

21 ξω

θπ
ω
θπ

−

−
=

−
=

nd
rt

结论：当ωn一定时，阻尼比越大，则上升时间

tr 越长；当一定时，ωn 越大，则tr越
短。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

（2）最大超调量δ %

输出最大值相对于输出稳态值的误差。

用公式表示为

( )
max ( )% 100%c
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x x
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δ − ∞
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∞

最大超调量发生在第一个周期中t = tm 时刻。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

因此

即

因为在n=1时出现最大超调量，所以有 。

峰值时间为
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

将 代入，得输出最大值为

因为

所以

n
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ωξ

π
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=
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

根据超调量的定义

在单位阶跃输入下，稳态值 ，
因此得最大超调量为

( )
max ( )% 100%c

c

x x
x

δ − ∞
= ×

∞

( ) 1cx ∞ =

%100%
21 ×= −

−
ξ

ξπ

δ e

结论：二阶系统的最大超调量与值有密切的关系，
阻尼比越小，超调量越大。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

（3）调节时间ts
系统的输出与稳态值之间的偏差达到允许范

围（一般取5%～2%）而不再超出的暂态过程时间。

暂态过程中的偏差为

( ) ( ) ( )θωξ
ξ
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

当 或0.02时，有

( ) )02.0(    05.01sin
1

2

2
或=+−

−

−

θωξ
ξ

ξω

sn

t

te sn

05.0=Δx

忽略正弦函数的影响，认为指数项衰减到0.05 或
0.02时，过渡过程即进行完毕。这样得到

)02.0(    05.0
1 2

或=
−

−

ξ

ξω snte
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

由此求得调节时间为

( ) 35% ,             0 0.9s
n

t ξ
ξω

≈ < <

( ) 42% ,             0 0.9s
n

t ξ
ξω

≈ < <

结论：
调节时间ts 近似与

成反比关系。
nξω
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

（4）振荡次数μ
在调节时间ts内，输出量波动的次数。

f

s

t
t

=μ

式中：

为阻尼振荡的周期时间。21
22

ξω

π
ω
π

−
==

nd
ft
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

3.二阶系统特征参数与暂态性能指标之间的
关系

( ) ( )1 %, 2 , 3 , 4 2% , 5 5% ,m r s st t t tδ− − − − −
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

结论：

（1）阻尼比 是二阶系统的一个重要参量，由值

的大小可以间接判断一个二阶系统的暂态品质。
在过阻尼（ ）情况下，暂态特性为单调变化曲
线，没有超调和振荡，但调节时间较长，系统反
应迟缓。当 ，输出量作等幅振荡或发散振
荡，系统不能稳定工作。

（2）一般情况下，系统在欠阻尼（ ）情况下
工作。但是 过小，则超调量大，振荡次数多，调
节时间长，暂态特性品质差。应注意到，最大超
调量只与阻尼比这一特征参数有关。因此，通常
可以根据允许的超调量来选择阻尼比 。

ξ
1>ξ

0≤ξ

ξ

10 <<ξ
ξ

ξ
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（3）调节时间与系统阻尼比和自然振荡角频率
这两个特征参数的乘积成反比。在阻尼比 一定
时，可以通过改变自然振荡角频率 来改变暂态
响应的持续时间。 越大，系统的调节时间越短。

（4）为了限制超调量，并使调节时间较短，阻
尼比一般应在0.4～0.8之间，这时阶跃响应的超
调量将在1.5%～25%之间。

3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

ξ

nω
nω
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

4.二阶工程最佳参数
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用近似公式求得为

用近似公式求得为
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

例3-2  有一位置随动系统，其结构图如下图所
示，其中Kk = 4。求该系统的：1）自然振荡角频
率；2）系统的阻尼比；3）超调量和调节时间；4）
如果要求 ，应怎样改变系统参数 Kk 值。0.707ξ =
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

解 系统的闭环传递函数为

写成标准形式

由此得

（1）自然振荡角频率

( ) 2 ,        4K
B K

K

KW s K
s s K

= =
+ +

22

2

2
)(

nn

n
B ss
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ωξω

ω
++
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

（2）阻尼比

（3）超调量

调节时间

（4）当要求 时，

25.0
2

1
==

nω
ξ

%47%100%
21 =×= −

−

ξ

ξπ

δ e

s  63%)5( =≈
n
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

例3-3  为了改善例3-2系统的暂态响应性能，满
足单位阶跃输入下系统超调量 的要求，今
加入微分负反馈 ，如下图所示。求微分时间常

数 。

%5%≤δ
sτ

τ
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

解 系统的开环传递函数为

系统闭环传递函数为

)1
41
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1
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4
)41(

4)(
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

为了使 ，令 。

由

可求得

并由此求得开环放大系数为

%5% ≤δ 707.0=ξ

4     ,412 2 =+= nn ωτξω

457.0
4

12707.02
4

12
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−××
=

−
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

由例3-3可知：

当系统加入局部微分负反馈时，相当于增
加了系统的阻尼比，提高了系统的平稳性，但
同时也降低了系统的开环放大系数。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

5.零、极点对二阶系统暂态性能的影响

(1)具有零点的二阶系统的暂态特性分析

系统的传递函数为
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式中： —— 时间常数。τ
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

令 ，则

将系统的结构图等效成下图所示的结构。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

由之得

在初始条件为零时，取拉氏反变换为
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

则

)1sin(
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式中，l为极点与零点间的距离，可由系统闭环传递函数的
零点和极点在复平面上所在的位置确定。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

零极点在s平面上的分布如下图所示

2 2 2
1

2

( ) ( 1 )

cos

1
sin

n n

n

n

l z p z

z
l

l

ξω ω ξ

ξω
ϕ

ω ξ
ϕ

= − = − + −

−
=

−
=

由左图知
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

所以
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式中：
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

令 ，为闭环传递函数的复数极点的实部与

零点的实部之比，则得

所以

z
r nξω
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222 21 rr
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0     ),1sin(
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2
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结论：由于闭环传递函数零点的存在，振荡性增强。
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

(2)  二阶系统加极点的暂态响应

系统传递函数

当 时，特征方程式的三个根为
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

因此得

上式中各项的待定系数为
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式中 是负实数极点与共轭复数极点的负实部之比
n
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

三阶系统的极点分布如下图所示



东北大学《自动控制原理》课程组 63

3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

输出量的暂态响应为
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3.3  3.3  二阶系统的阶跃响应二阶系统的阶跃响应

，以 为参变量时三阶系统的单位阶跃响应如
下图所示

结论：具有负实数极点的三阶系统，振荡性减弱，而上升时
间和调节时间增长，超调量减小，也就是相当于系统
的惯性增强了。

5.0=ξ β
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3.4  3.4  高阶系统的暂态响应高阶系统的暂态响应

高阶系统的闭环传递函数形式：

将分子和分母分解成因式：
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3.4  3.4  高阶系统的暂态响应高阶系统的暂态响应

如果系统是稳定的，且全部的极点和零点都互不相
同，而极点中包含有共轭复数极点，则当输入为单
位阶跃函数时，输出量的拉氏变换为

式中： ；q为实数极点的个数，r为共轭极点

的对数。
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3.4  3.4  高阶系统的暂态响应高阶系统的暂态响应

用部分分式展开得

单位阶跃响应为

∑ ∑
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3.4  3.4  高阶系统的暂态响应高阶系统的暂态响应

结论

（1）高阶系统暂态响应各分量衰减得快慢，系
统闭环极点的实部越小，即在S平面左侧离虚轴
越近，则相应的分量衰减越慢，对暂态影响越大。

（2）高阶系统暂态响应各分量的系数不仅和极
点在S平面中的位置有关，并且与零点的位置有
关。
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3.4  3.4  高阶系统的暂态响应高阶系统的暂态响应

如果某极点-pj靠近一个闭环零点，远离原点及其它
极点，则相应项的系数Aj比较小，该暂态分量的影

响也就越小。如果极点和零点靠得很近（称为偶极
子），则该极点对暂态响应几乎没有影响。

如果某极点-pj远离闭环零点，但与原点相距较近，
则相应的系数Aj将比较大。因此离原点很近并且附

近没有闭环零点的极点，其暂态分量项不仅幅值
大，而且衰减慢，对系统暂态响应的影响很大。
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3.4  3.4  高阶系统的暂态响应高阶系统的暂态响应

（3）主导极点：如果高阶系统中距离虚轴最近的
极点，其实部小于其它极点的实部的1/5，并且附
近不存在零点，可以认为系统的暂态响应主要由这
一极点决定。如果找到一对共轭复数主导极点，那
么，高阶系统就可以近似地当作二阶系统来分析，
并可以用二阶系统的暂态性能指标来估计系统的暂
态特性。

在设计一个高阶控制系统时，我们常常利用主
导极点这一概念选择系统参数，使系统具有一对共
轭复数主导极点，这样就可以近似地用一阶或二阶
系统的指标来设计系统。
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

一个线性系统正常工作的首要条件，就是

它必须是稳定的。

用代数的方法判断线性系统的稳定性，分

析系统参数变化对稳定性的影响，是本节要介

绍的内容。
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

1.  线性系统稳定性的概念和稳定的充分必
要条件

——系统特征方程的根（即系统闭环传递函

数的极点）全部负实数或具有负实部的共轭复
数，也就是所有的闭环特征根 分布在S平面虚

轴的左侧 ，即

eR [ ] 0jp− <

jp−
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

2.  劳斯判据

系统的特征方程式的标准形式：

劳斯表(Routh Array)
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据
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=
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=
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=

1
0 1 1 00 0n n

n na s a s a s a a−
−+ + + + = >，



东北大学《自动控制原理》课程组 75

3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

劳斯判据：

系统特征方程的全部根都在S左半平面

的充分必要条件是劳斯表的第1列系数全部
是正数。

方程在右半平面根的个数等于劳斯表中
第1列各元改变符号的次数。
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

例3-4 系统的特征方程如下，试用劳斯判据判断系

统的稳定性。

071464352 23456 =++++++ ssssss

7
115

1589

7
18

115

11
7

18

7
5
2

5
7

1445
7632

0

1

2

3

4

5

6

s

s

s

s

s

s
s

−

−

解：列劳斯表

该系统不稳定，有2个
根在S右半平面
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

建立劳斯表过程中的几种情况
（1）劳斯表中第1列出现零

如果劳斯表第1列中出现0，那么可以用一个小的正数 代替
它，而继续计算其余各元。

0122 234 =++++ ssss

例3-5 系统的特征方程如下,试用劳斯判据判断系统的稳定性。

( )

4

3

2

1

0

1 1 1
2 2

0 1
22

1

s
s
s

s

s

ε

ε

≈

−

解：列劳斯表

系统不稳定，有两个
根具有正实部。

ε
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

如果上面一行的首列和下面一行的首列符号相同，
这表明有一对纯虚根存在。

例3-6 系统的特征方程如下,试用劳斯判据判断系统的稳定性。

解：列劳斯表
第1列各元中的上面和下面的系数符号
不变，故有一对虚根。
将特征方程式分解，有

解得根为

022 23 =+++ sss

2

22
11

0

1

2

3

s
s
s
s

ε ( )2( 1) 2 0s s+ + =

2,1 32,1 −=−±=− pjp
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

（2）劳斯表的某一行中，所有元都等于零

这表明方程有一些大小相等且对称于原点的
根。在这种情况下，可利用全 0 行的上一行各元
构造一个辅助多项式（称为辅助方程），式中均
为偶次。以辅助方程的导函数的系数代替劳斯表
中的这个全 0 行，然后继续计算下去。这些大小
相等而关于原点对称的根可以通过求解这个辅助
方程得出。
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

解：列劳斯表

例3-7 系统的特征方程如下,试用劳斯判据判断系统的稳定性。

01616201282 23456 =++++++ ssssss

000
861

016122
162081

3

4

5

6

s
s
s
s

由上表可以看出，s3行的各项全部为零。为了求出s3～s0各项，
用s4行的各元构成辅助方程式

86)( 24 ++= sssp



东北大学《自动控制原理》课程组 81

3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

它的导函数为

用导函数的系数4和12代替行相应的元继续算下去，得
劳斯表为

( )
ss

ds
sdp 124 3 +=

8
3
4

83
124

861
016122

162081

0

1

2

3

4

5

6

s

s

s
s
s
s
s

结论：在新得到的劳斯表中第1列没
有变号，因此可以确定在S右半平面
没有特征根。另外，由于行的各元均
为零，这表示有共轭虚根。系统处于
临界稳定状态。
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

这些虚根可由辅助方程式求出。本例的辅助方程式是

由之求得特征方程式的大小相等符号相反的虚根为

86)( 24 ++= sssp

21,2,2 6,54,32,1 jpjpjp ±−=−±=−±=−
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

3.  胡尔维茨判据

系统的特征方程式的标准形式：

构造胡尔维茨行列式D

1
0 1 1 00 0n n

n na s a s a s a a−
−+ + + + = >，

nn

n

aa
a

aa
aa
aaa
aaa

D

2

1

20

31

420

531

0
00
000
00
00
0
0

−

−

=
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

胡尔维茨稳定判据：特征方程式的全部根都在左半复平面
的充分必要条件是上述行列式D的各阶主子式均大于0，即

.0   ,  0, 
0

    ,0   ,0

31

420

531

3
20

31
211 >=>=>=>= DD

aa
aaa
aaa

D
aa
aa

DaD n

与劳斯表中第1列的系数比较，存在如下关系：

若 均为正，则D1，D2，…，Dn自然也都为正，
反之亦然。可见劳斯稳定判据和胡尔维茨稳定判据实质是
一致的。
当n 较大时，胡尔维茨判据计算量急剧增加，所以它通常
只用于 的系统。

1 2 1 1 3 2 1 1/ , / , /n nb D D c D D g D D −= = =

1 1 1, ,b c g

6n ≤
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

4.  谢绪恺判据
系统的特征方程式：

上式根全部具有负实部的必要条件为

其根全部具有负实部的充分条件为

1976年中国学者聂义勇进一步证明，可将此充分条件放宽为

此判据被称为谢绪恺判据。

谢绪恺判据完全避免了除法，且节省了计算量。

1
0 1 1 0 3n n

n na s a s a s a n−
−+ + + + = ≥，

1 1 2 ( 1, 2, , 2)i i i ia a a a n n+ − +> = −

1 1 2
1 ( 1, 2, , 2)
3 i i i ia a a a n n+ − +> = −

1 1 20.465 ( 1, 2, , 2)i i i ia a a a n n+ − +> = −
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

5.  参数对稳定性的影响
例3-8  系统的闭环传递函数为

式中，Kk为系统的开环放大系数。

( ) ( )( )( )1 2 31 1 1
K

B
K

KW s
T s T s T s K

=
+ + + +

解：系统特征方程为

( ) ( )3 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 0KTT T s TT TT T T s T T T s K+ + + + + + + + =
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

列劳斯表，整理得

假设T1=T2 =T3 ，则使系统稳定的临界放大系数Kk为=8。
如果取T2=T3 ，T1= 10T2 ， 则使系统稳定的临界放大系数变为

Kk=24.2。

由此可见，将各时间常数的数值错开，可以允许较
大的开环放大系数。

3 31 2 2 1

2 3 1 1 2 3

0 2K
T TT T T TK

T T T T T T
< < + + + + + +



东北大学《自动控制原理》课程组 88

3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

6.  相对稳定性和稳定裕量
应用代数判据只能给出系统是稳定还是

不稳定，即只解决了绝对稳定性的问题。在
处理实际问题时，只判断系统是否稳定是不
够的。因为，对于实际的系统，所得到参数
值往往是近似的，并且有的参数随着条件的
变化而变化，这样就给得到的结论带来了误
差。为了考虑这些因素，往往希望知道系统
距离稳定边界有多少余量，这就是相对稳定
性或稳定裕量的问题。
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

方法：

利用代数稳定判据，以 代入系统特征
方程式，写出z的多项式，然后用代数判据判定z
的多项式的根是否都在新的虚轴的左侧。

1σ−= zs
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

例3-9  系统特征方程式为

劳斯表为

可以看出，第一列中各项符号没有改变，所以没
有根在S平面的右侧，系统是稳定的。

0685 23 =+++ sss

6
5

34
65
81

0

1

2

3

s

s
s
s
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3.53.5自动控制系统的代数稳定判据自动控制系统的代数稳定判据

检查上述系统是否有 裕量。

将 代入原特征方程式，得

11 =σ
1−= zs

06)1(8)1(5)1( 23 =+−+−+− zzz

新的特征方程为

列出劳斯表

022 23 =+++ zzz

2
)(0

22
11

0

1

2

3

s
s
s
s

ε≈

由于零(s)上面的系数符号与零(s)下面的
系数符号相同，表明在右半平面没有
根，但由于 s1 行的系数为零，故有一对
虚根。这说明，原系统刚好有 的稳
定裕量。

11 =σ
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

稳态误差
在稳态条件下输出量的期望值与稳态值之间的
差值。

扰动稳态误差

由外扰而引起的，常用这一误差来衡量恒值系
统的稳态品质。因为对于恒值系统，给定量是
不变的。

给定稳态误差

衡量随动系统稳态品质的指标。因为对于随动
系统，给定量是变化的，要求输出量以一定的
精度跟随给定量的变化。
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

1. 扰动稳态误差

扰动误差的拉氏变换：

)()()(1
)()(

)(
21

2

sWsWsW
sNsW

sX
f

c +
Δ

=Δ

扰动误差的传递函数：
)()()(1

)(
)(
)(

)(
21

2

sWsWsW
sW

sN
sX

sW
f

c
e +

=
Δ
Δ

=
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

0

2
0

1 2

lim ( )

lim ( )

( ) ( )lim
1 ( ) ( ) ( )

ss ct

cs

s
f

e x t

s X s

sW s N s
W s W s W s

→∞

→

→

= Δ

= Δ

Δ
=

+

根据拉氏变换的终值定理，扰动作用下的
稳态误差为
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当给定量 时，以扰动量为输入量的系统结构图
如下图所示 ：

3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

例3-10   速度负反馈系统

0)( =Δ sUr
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

在负载电流作用下转速误差的拉氏变换为

( 1) ( )
( )

( 1)( 1)

a
s z

e

m s K

RT s I s
Cn s

T s T K

+ Δ
Δ =

+ + +

式中： ——系统开环放大系数。
1

K c s f
e

K K K K
C

=

当负载为阶跃函数时， 。则转速的稳态误差为zz I
s

sI Δ=Δ
1)(

0

( 1)
lim ( ) lim

( 1)( 1) (1 )

a
s z

e z a

t s
m s K e K

RT s I
C I Rn t

T s T K C K→∞ →

+ Δ
Δ

Δ = =
+ + + +

由于这一系统在负载扰动下存在稳态误差，所以称为有差系统。
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差
将上述调速系统中的比例调节器换成积分调节器，

构成下图所示系统。

则速度误差的拉氏变换为

式中：

当负载电流作阶跃变化时，有

])1)(1[(
)()1(

)(
KTsTC

RsIsTs
sn

sme

azs

+++
Δ+

=Δ
τe

fs

C
KK

K =

0
])1)(1([

)1(
lim)(lim

0
=

+++
Δ+

=Δ
→∞→ KsTsTsC

RIsTs
tn

mse

azs

st 该系统为无差系统。

在开环传递函数中，串联积分环节，可以消除阶跃扰动的
稳定误差。
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

2.   给定稳定误差和误差系数

误差定义为

)()()()()()( sXsWsXsXsXsE cfrfr −=−=

这个误差是可以量测的，但是这个误差

并不一定反映输出量的实际值与期望值
之间的偏差。
另一种定义误差的方法是取系统输出量

的实际值与期望值的差，但这一误差在
实际系统中有时无法测量。

对于左图所示单位反馈系统，上述两种
误差定义是相同的。
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

单位反馈系统的开环传递函数可以表示为

式中： N——开环传递函数中串联的积分环节的
阶次，或称系统的无差阶数；

——N个积分环节串联的等效传递函数。

1

1

( 1)
( )

( 1)

m

K i
i

K n N
N

j
j

K T s
W s

s T s

=
−

=

+
=

+

∏

∏

Ns
1
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

N = 0，0型系统；

N = 1，Ⅰ型系统；

N = 2 ，Ⅱ型系统。

N 越高，系统的稳态精度越高，但系统的

稳定性愈差。一般采用的是0型、Ⅰ型和Ⅱ

型系统。
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

（1）典型输入情况下系统的给定稳态误差分析

① 单位阶跃函数输入
s

sX r
1)( =

稳态误差为

)(1
1lim)(lim)(

00 sW
ssEee

K
sspss +

==∞=
→→

令 ， 称为位置稳态误差系数，则

1( )
1p

p

e
K

∞ =
+

0
lim ( )p Ks

K W s
→

= pK
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

对于0型系统，因N = 0，则位置稳态误差系数

因此0型系统的位置稳态误差为

1

0

1

( 1)
lim

( 1)

m

K i
i

p Kns

j
j

K T s
K K

T s

=

→

=

+
= =

+

∏

∏

Kp
sp KK

ssEe
+

=
+

==∞
∞→ 1

1
1

1)(lim)(
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

对于Ⅰ型或Ⅱ型系统，因N=1或2，则位置
误差系数为

故Ⅰ型或Ⅱ型系统的位置稳态误差为

1

0

1

( 1)
lim

( 1)

m

K i
i

p n Ns N
j

j

K T s
K

s T s

=
−→

=

+
= = ∞

+

∏

∏

1( ) 0
1p

p

e
K

∞ = =
+

由此而知，对于单位阶跃输入，Ⅰ型以上各型系
统的位置稳态误差系数均为无穷大，稳态误差均
为零。
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

② 单位斜坡函数输入

给定稳态误差为

令 ， 称为速度稳态误差系数。

2

1)(
s

sX r =

)(
1lim

)](1[
1lim)(

00 ssWsWs
ee

K
s

K
svss →→

=
+

=∞=

0
lim ( )v Ks

K sW s
→

= vK

由此得各型系统在斜坡输入时的稳态误差为

0 0, ( )
1, ( )

, ( ) 0

v v

v K v
K

v v

K e

K K e
K

K e

= ∞ = ∞

Ι = ∞ =

ΙΙ = ∞ ∞ =

对于 型系统，

对于 型系统，

对于 型系统，
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

③ 单位抛物线函数输入

给定稳态误差为

令 ， 称为加速度稳态误差系数。

由此得各型系统在抛物线输入时的稳态误差为

0 0, ( )
0, ( )

1, ( )

a a

a a

a K a
K

K e
K e

K K e
K

= ∞ = ∞

Ι = ∞ = ∞

ΙΙ = ∞ =

对于 型系统，

对于 型系统，

对于 型系统，

3

1)(
s

sX r =

)(
1lim1

)(1
lim)( 2030 sWsssW

see
K

s
K

sass →→
=⋅

+
=∞=

2

0
lim ( )a Ks

K s W s
→
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

④ 误差系数与稳态误差之间的关系

00型

00型

000型

系统

t1( )rX t

Ι

ΙΙ

21
2

t

pK vK aK( )pe ∞ ( )ve ∞ ( )ae ∞

KK

KK

KK

1
1 KK+

1

KK

1

KK

∞

∞

∞

∞

∞

∞
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

（2）动态误差系数

既可求出稳态值，又可以了解到进入稳态后，误
差随时间变化的规律。

误差传递函数为

∏∏

∏

=

−

=

−

=

+++

+
=

+
= m

i
ik

Nn

j
j

N

Nn

j
j

N

Kr sTKsTs

sTs

sWsX
sE

11

1

)1()1(

)1(

)(1
1

)(
)(

如果将分子和分母中的幂次相同的各项合并，则可写成

n
n

n
n

r sss
sss

sX
sE

ββββ
αααα

++++
++++

= 2
210

2
210

)(
)(
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

用分母多项式除分子多项式，可把上式写为如下的s的升
幂级数

由此可得误差的拉氏变换为

+++= 2

210

111
)(

)( s
k

s
kksX

sE

r

+++= )(1)(1)(1)( 2

210

sXs
k

ssX
k

sX
k

sE rrr

式中： k0——动态位置误差系数；
k1——动态速度误差系数；
k2——动态加速度误差系数。
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

稳态误差值

进入稳态时的系统误差为

)()(lim)(lim
2

3

1

2

0
00

sX
k
s

k
s

k
sssEe rssss +++==

→→

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+′′′+′′+′+=

∞→∞→
)(1)(1)(1)(1lim)(lim

3210
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k
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k
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k

te rrrrtt
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

例3-11  有一单位反馈系统，其开环传递函数为

试计算输入量为 和 时系统的稳态
误差及其时间函数。

2( )
1

K
K

m d m

KW s
T T s T s

=
+ +

解 该系统为0型系统，系统的误差传递函数为
2

2
1( )

( ) 1
m m d

r K m m d

T s T T sE s
X s K T s T T s

+ +
=

+ + +

展开成s的升幂级数，得

2
2 2

( ) 1 1
( ) 1 (1 ) (1 ) (1 )

K m K m d m

r K K K d K

K T K T T TE s s s
X s K K K T K

⎡ ⎤
= + + − +⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

( ) 1( )rx t t= ( )rx t t=
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

故动态误差系数为

当给定量为阶跃函数时

稳态误差为

2 3

0 1 2
(1 ) (1 )1 , ,

[ (1 ) ]
K K

K
K m K m d K m

K Kk K k k
K T K T T K T
+ +

= + = =
+ −

1( ) 1( ), ( )r rx t t X s
s

= =

2

0 0
0 1 2 0

1 1 1 1 1( ) lim ( ) ( ) lim
1ss e rs s

K

e e sW s X s s s
k k k k K→ →

⎛ ⎞
= ∞ = = + + + = =⎜ ⎟ +⎝ ⎠

稳态误差的时间函数为

0 1 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )r r re t x t x t x t
k k k

′ ′′= + + +
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

因为 ，（不计时间等
于零时的脉冲值），故得

当给定量为单位斜坡函数时

稳态误差值为

稳态误差的时间函数为

( ) 1( ), ( ) ( ) ( ) 0r r r rx t t x t x t x t′ ′′ ′′′= = = =

0

1 1lim ( )
1t

K

e t
k K→∞

= =
+

( ) , ( ) 1, ( ) ( ) 0,r r r rx t t x t x t x t′ ′′ ′′′= = = =

∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++=∞=

→
s

kksk
ee

svss
210

0

111lim)(

10

1)(
kk

tte +=
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

例3-12  一单位反馈系统的开环传递函数为

试求输入量为 时，系统的稳态
误差时间函数和稳态误差。

解 系统给定误差的传递函数为

用分子多项式除以分母多项式，可得s的升幂级数

)51(
)1(10)( 2 ss

ssWK +
+

=

2
210 2

1)( tgtggtxr ++=

32

32

51010
5

)(
)(

sss
ss

sX
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+

=
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5
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1
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)( ss
sX

sE

r
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

故知 。误差的拉氏变换为

已知给定输入量为

则

2
210 2

1)( tgtggtxr ++=

++= )(
5
2)(

10
1)( 32 sXssXssE rr

0 1 2 3, 10, 5 / 2k k k k= = ∞ = =

1 2 2( ) , ( ) , ( ) 0r r rx t g g t x t g x t′ ′′ ′′′= + = =
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

稳态误差的时间函数为

( ) 21 2( ) ( ) ( )
10 5 10ss r r

ge t e t x t x t′′ ′′′= = + + =

系统稳态误差为

1010
lim)(lim 22 ggte
tt

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞→∞→
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

（3）减小稳态误差的方法

① 增大系统的开环放大系数

值不能任意增大，否则系统不稳定。

② 提高开环传递函数中的串联积分环节的阶次N

N 值一般不超过2。

③ 采用补偿的方法

指作用于控制对象的控制信号中，除了偏差信号
外，还引入与扰动或给定量有关的补偿信号，以提
高系统的控制精度，减小误差。这种控制称为复合
控制或前馈控制。

KK

KK
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

复合控制系统结构图一

[ ]
)()(1

)()()(
)(
)(

)(
21

21

sWsW
sWsWsW

sX
sX

sW c

r

c
B +

+
==

闭环传递函数为
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

给定误差的拉氏变换为 )(
)()(1
)()(1

)(
21

2 sX
sWsW
sWsW

sE r
c

+
−

=

如果选补偿校正装置的传递函数为 )(
1)(

2 sW
sWc =

系统补偿后的误差 0)( =sE

闭环传递函数为 1
)(
)(

)( ==
sX
sX

sW
r

c
B 即 )()( sXsX rc =

这种将误差完全补偿的作用称为完全补偿。

式 称为按给定作用的不变性条件。
)(

1)(
2 sW

sWc =
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

复合控制系统结构图二

)(
)()(1

)()]()(1[
)(

21

21 sN
sWsW

sWsWsW
sX c

c +
−

=

系统的扰动误差就是给定量为零时系统的输出量
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

如果选取

则得到

这种作用是对外部扰动的完全补偿。

式 称为按扰动的不变性条件。

实际上实现完全补偿是很困难的，采取部分补偿也
可以取得显著的效果。

)(
1)(

1 sW
sWc =

0)( =sX c

)(
1)(

1 sW
sWc =
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

例3-13  一随动系统

补偿前 1 2

1

( )
( 1)( 1)K

m

K KW s
s T s T s

=
+ +

1

( )
( 1)( 1)

K
B

m K

KW s
s T s T s K

=
+ + +

1 2KK K K=
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

当 时

1

1

( 1)( 1)( )
( 1)( 1)

m
e

m K

s T s T sW s
s T s T s K

+ +
=

+ + +

1
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1

( 1)( 1) 1( )
( 1)( 1)

m

m K

s T s T sE s
s T s T s K s

+ +
=

+ + +

2

1)(
s

sXr =

速度稳态误差系数为 1 20
lim ( )v K Ks

K sW s K K K
→

= = =

系统的稳态误差为
0

1 1( ) lim ( )ss v s
v K

e e sE s
K K→

= ∞ = = =

系统的给定误差为
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

为了补偿系统的速度误差，引进了给定量的微分
信号，如下图所示。

补偿校正装置 的传递函数为)(sWc

ssW dc τ=)(
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

由此求得系统的闭环传递函数为

复合控制的给定误差传递函数为

2
1 1

1

( ) (1 )( ) 1 ( )
( 1)( 1)
m m K d

e B
m K

s TT s T T s KW s W s
s T s T s K

τ+ + + −
= − =

+ + +

1

[1 ( )] ( ) (1 )( )
1 ( ) ( 1)( 1)

c K K d
B

K m K

W s W s K sW s
W s s T s T s K

τ+ +
= =

+ + + +
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

今选取 ，则误差传递函数为

误差的拉氏变换为

在输入量为单位斜坡函数的情况下， ，系统的

给定稳态误差为

1
d

KK
τ =

2
1 1

1
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m m
e
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s TT s T TW s
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1 1

0 0
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3.6  3.6  稳稳 态态 误误 差差

由此可知，当加入补偿校正装置 （也称
为前馈控制）时，可以使系统的速度稳态误差为
零，将原来的Ⅰ型系统提高为Ⅱ型系统。

此时其等效单位反馈系统的开环传递函数为

应特别指出的是，加入这一前馈控制时，系统的
稳定性与未加前馈相同，因为这两个系统的特征
方程式是相同的。这样，提高了稳态精度，但系
统稳定性不变。

1( )c
K

W s s
K

=

2
1 1

1( ) 1
( ) ( )

K
K

e m m

s KW s
W s s TT s T T

+′ = − =
+ +
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小小 结结

1. 时域分析是通过直接求解系统在典型输入信号作
用下的时域响应来分析系统的性能的。通常是
以系统阶跃响应的超调量、调整时间和稳态误
差等性能指标来评价系统性能的优劣。

2. 二阶系统在欠阻尼时的响应虽有振荡，但只要阻
尼比取值适当（如 左右），则系统既有
响应的快速性，又有过渡过程的平稳性，因而
在控制工程中常把二阶系统设计为欠阻尼。

0.707ξ =
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3. 如果高阶系统中含有一对闭环主导极点，则该系统

的暂态响应就可以近似地用这对主导极点所描述的

二阶系统来表征。

4. 稳定是系统能正常工作的首要条件。线性定常系统

的稳定性是系统的一种固有特性，它仅取决于系统

的结构和参数，与外施信号的形式和大小以及系统

的初始状态无关。不用求根而通过特征方程系数能

够直接判别系统稳定性的方法，称为代数稳定判据。

稳定判据只回答特征方程式的根在 s平面上的分布

情况，而不能确定根的具体数值。

小小 结结
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5. 稳态误差是系统控制精度的度量，也是系统的

一个重要性能指标。系统的稳态误差既与其

结构和参数有关，也与控制信号的形式、大

小和作用点有关。

6. 系统的稳态精度与动态性能在对系统的类型和

开环增益的要求上是相矛盾的。解决这一矛

盾的方法，除了在系统中设置校正装置外，

还可采用前馈补偿的方法来提高系统的稳态

精度。

小小 结结
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END


