
第第22章章 自动控制系统的数学模型自动控制系统的数学模型

自动控制原理自动控制原理

东北大学

王建辉 顾树生 主编

杨自厚 主审



东北大学《自动控制原理》课程组 2

第第22章章 自动控制系统的数学模型自动控制系统的数学模型

主要内容
微分方程式的编写

非线性数学模型线性化

传递函数

系统动态结构图

系统传递函数和结构图的变换

信号流图

小结
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学习重点
简单物理系统的微分方程和传递函数
的列写及计算；

非线性模型的线性化方法；

结构图和信号流图的变换与化简；

开环传递函数和闭环传递函数的推导
和计算。

第第22章章 自动控制系统的数学模型自动控制系统的数学模型
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第第22章章 自动控制系统的数学模型自动控制系统的数学模型

1. 数学模型

描述系统变量之间关系的数学表达式

2.数学模型的主要形式

(1)微分方程

(2)传递函数

(3)结构框图

(4)信号流图
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2.1   2.1   微分方程式的编写微分方程式的编写

编写系统微分方程的步骤

1. 确定系统的输入量和输出量；

2.将系统分解为各环节，依次确定各环节的
输入量和输出量，根据各环节的物理规律
写出各环节的微分方程；

3.消去中间变量，求出系统的微分方程。
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例2-1  RC 电路

取u1为输入量,u2为输出量

2.1   2.1   微分方程式的编写微分方程式的编写

2
c r

dxRC x x
dt

+ =

21 )( uRitu +=

2u q C=

dqi
dt

=
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例2-2  RL电路

取u为输入量,i为输出量

2.1   2.1   微分方程式的编写微分方程式的编写

diL Ri u
dt
+ =
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例2-3  直流电动机电枢电路

取ud为输入量,n为输出量

2.1   2.1   微分方程式的编写微分方程式的编写

2 2 2

2375 375
d d d d

d m e m e
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例2-4  机械位移系统

取f(t)为输入量, x为输出量

2.1   2.1   微分方程式的编写微分方程式的编写

( ) ( )d
dx tf t B
dt

=

2

2

( ) ( ) ( ) ( )d x t dx tm B Kx t f t
dt dt

+ + =

2

2

( )( ) ( ) ( )     s d
d x tf t f t f t m
dt

− − =

( ) ( )sf t Kx t=
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2.2   2.2   非线性数学模型线性化非线性数学模型线性化

1.非线性特性
本质非线性

非本质非线性

2.非线性特性线性化
作某种近似，或者缩小一些研究问题的范围。

3.小偏差线性化方法
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2.2   2.2   非线性数学模型线性非线性数学模型线性化化

例2-5  发电机激磁特性

ff IU Δ=Δ 0tanα
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2.2   2.2   非线性数学模型线性化非线性数学模型线性化

小偏差线性化的数学处理:

静态工作点附近的泰勒(Taylor)级数展开

1）将一个非线性函数 ，在其工作点展开成
泰勒(Taylor)级数，然后略去二次以上的高阶
项，得到线性化方程，用来代替原来的非线性
函数。

0 0

2
2

0 0 02
( ) 1 ( )( ) ( ) ( )

2!x x

df x d f xy f x x x x x
dx dx

⎛ ⎞⎛ ⎞= + − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

忽略二阶以上各项，可写成
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⎜
⎝
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)(xfy=
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2.2   2.2   非线性数学模型线性非线性数学模型线性化化

2）对于具有两个自变量的非线性函数，设输入
量为x1(t)和x2(t) ，输出量为y(t) ，系统正常工
作点为y0＝ f(x10, x20) 。
在工作点附近展开泰勒(Taylor)级数得

忽略二阶以上各项，可写成
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2.2   2.2   非线性数学模型线性非线性数学模型线性化化

例2-6  可控硅整流电路

取三相桥式硅整流电路的输入量为控制角 ，

输出量为整流电压Ed

α
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2.2   2.2   非线性数学模型线性非线性数学模型线性化化

式中 E2   —— 交流电源相电压的有效值；

Ed0 —— 时的整流电压。

线性化处理，令

得

式中

αα coscos34.2 02 dd EEE ==

0 0 0 0 0, cosdx y Eα α= =
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2.2   2.2   非线性数学模型线性非线性数学模型线性化化

说明：通过上述讨论，应注意到，运用
线性化方程来处理非线性特性时，线性
化方程的参量与静态工作点有关，工作
点不同时，参量的数值也不同。因此在
线性化以前，必须确定元件的静态工作
点。
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例2-7  RC电路

当u1为输入，u2为输出时：

1 2

2

u Ri u
dui C
dt

= +⎧
⎪
⎨
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2 uu

dt
duRC =+
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2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

1、 定 义
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1

0 1 11

1

0 1 11

n n
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n n cn n

m m
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对于n阶系统，线性微分方程的一般形式为：

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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在零初始条件下，取拉氏变换得：

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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传递函数定义：

零初始条件下，输出量的拉氏变换与输入

量的拉氏变换之比。
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2.3  2.3  传传 递递 函函 数数



东北大学《自动控制原理》课程组 21

例2-7  RC电路

（1）当u1为输入，u2为输出时：

1 2
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u Ri u
dui C
dt
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2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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例2-7  RC电路

（2）当u1为输入，i为输出时：

11 dudiR i
dt C dt

+ =

( ) ( ) ( )1
1RsI s I s sU s
C

+ =

1
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2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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例2-8  RLC电路

取ur为输入，uc为输出，得
2

2
c c

c r
d u duLC RC u u
dt dt

+ + =

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

rc uuiR
dt
diL =++

cdui C
dt

=



东北大学《自动控制原理》课程组 24

例2-8  RLC电路

取ur为输入，uc为输出

2

( ) 1( )
( ) 1

c

r

U sW s
U s LCs RCs

= =
+ +

( ) ( ) ( )2 1 c rLCs RCs U s U s+ + =

2

2
c c

c r
d u duLC RC u u
dt dt

+ + =

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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例2-9  机械位移系统

取外力f(t)为输入

位移x(t)为输出

根据牛顿第二定律，得

( ) ( ) ( ) ( )2

2s d

d x t
f t f t f t m

dt
− − =

( ) ( )sf t Kx t=

( ) ( )
d

dx t
f t B

dt
=

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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例2-9  机械位移系统

取外力f(t)为输入

位移x(t)为输出

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

d x t dx t
m B Kx t f t

dt dt
+ + =

( ) ( ) ( )2ms Bs K X s F s+ + =

( ) ( )
( ) 2

1cX s
W s

F s ms Bs K
= =

+ +

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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一般有n≥m 

同一个系统，当输入量和输出量的选择不相同
时，可能会有不同的传递函数。

不同的物理系统可以有相同的传递函数。

( ) ( )
( )

1
0 1 1

1
0 1 1

m m
c m m

n n
r n n

X s b s b s b s b
W s

X s a s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

传递函数表示系统传递输入信号的能力，反
映系统本身的动态性能。它只与系统的结构
和参数有关，与外部作用等条件无关。
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1
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∏

传递函数的另外两种常用形式：

时间常数形式

根的形式

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

系统的特征方程

系统的阶数

系统的极点

系统的零点
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2、 典型环节的传递函数及暂态特性

（1）比例环节

2

1
c r r

Rx x Kx
R

= − =

)()( sKXsX rc =

K
sX
sX

sW
r

c ==
)(
)(

)(

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数



东北大学《自动控制原理》课程组 31

比例环节的单位阶跃响应

K
sX
sX

sW
r

c ==
)(
)(

)(

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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（2）惯性环节
( ) 1( )
( ) 1

c

r

X s
W s

X s Ts
= =

+

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

s
sX r

1)( =当 时

0 1/( ) ( ) ( )
( 1) ( 1/ ) 1/c r

A AK K TX s W s X s
s Ts s s T s s T

= = = = +
+ + +

0
0( 1 ) s
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s s T
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⎡ ⎤
= =⎢ ⎥+⎣ ⎦
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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+
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−= /1
1 )/1(

)/1(
/

1 1( )
( 1/ )cX s K

s s T
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟+⎝ ⎠
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惯性环节的单位阶跃响应

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

1 1( )
( 1/ )cX s K

s s T
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟+⎝ ⎠

/( ) (1 ), 0t T
cx t K e t−= − ≥

求拉氏反变换得
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当输入量为 时，

输出量为

（3）积分环节

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

TK 1=

( ) 1( )
( )

c

r

U s KW s
U s s Ts

= = =

式中， ，

称为积分环节的时间常数。

( ) /cu t Kt t T= =

( ) /cu t K t t T= =

T
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（4）微分环节

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

理想微分环节

sK
sU
sU

sW
r

c ==
)(
)(

)(
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（4）微分环节

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

一阶微分环节（又称比例微分环节、实用微分环节）

sT
RRsU

sIsW
r

11
)(

)()( +==
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（5）振荡环节

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

这种环节包括有两个储能元件，当输入量发生变化时，
两种储能元件的能量相互交换。在阶跃函数作用下，其
暂态响应可能作周期性的变化。

2

2 2( )
2

n

n n

W s
s s

ω
ξω ω

=
+ + 式中：

ξ
nω ——自然振荡角频率

—— 阻尼比
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（5）振荡环节

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

当输入量为阶跃函数时，输出量的拉氏变换为：

当 时，上式特征方程的根为共轭复数1ξ <

因式分解得：

2

2 2( )
( 2 )

n
c

n n

X s
s s s

ω
ξω ω

=
+ +

2 2

21( )
2

n
c

n n

sX s
s s s

ξω
ξω ω
+

= −
+ +
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振荡环节的单位阶跃响应

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

输出量为 ：

2

2
( ) 1 sin( 1 )

1

n t

c n
ex t t

ξω

ω ξ θ
ξ

−

= − − +
−

ξ
ξ

θ
21

arctan
−

=
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（6）时滞环节

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

例2-10  带钢厚度检测环节

( ) ( )c dh t h t τΔ = Δ −

v
l

=τ

( ) ( )c rx t x t τ= −

)()( sXesX r
s

c
τ−=

s

r

c e
sX
sX

sW τ−==
)(
)(

)(

写成一般形式 :

零初始条件下，拉氏变换为

传递函数为
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时滞环节的输出量

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数

( ) ( )c dh t h t τΔ = Δ −
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2 3
2 3

1 1( )
11

2! 3!

W s
ss s sτ τ ττ

= ≈
+

+ + + +

时滞环节的传递函数

s

r

c e
sX
sX

sW τ−==
)(
)(

)(

对于时滞时间很小的时滞环节，常把它展开成泰勒级
数，并略去高次项，得：

时滞环节在一定条件下可近似为惯性环节

2.3  2.3  传传 递递 函函 数数
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2.4  2.4  系统动态结构图系统动态结构图

系统动态结构图

将系统中所有的环节用方框图表示，图
中标明其传递函数，并且按照在系统中各环
节之间的联系，将各方框图连接起来。
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2.4  2.4  系统动态结构图系统动态结构图

系统动态结构图的绘制步骤：
(1)首先按照系统的结构和工作原理，分解出各

环节并写出它的传递函数。

(2)绘出各环节的动态方框图，方框图中标明它
的传递函数，并以箭头和字母符号表明其输
入量和输出量，按照信号的传递方向把各方

框图依次连接起来，就构成了系统结构图。
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2.4  2.4  系统动态结构图系统动态结构图

例2-11  速度控制系统
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2.4  2.4  系统动态结构图系统动态结构图
（1）比较环节和速度调节器环节
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2.4  2.4  系统动态结构图系统动态结构图

比较环节和速度调节器环节的结构图

式中

( ) ( )1

1 0
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1k C r f

sU s K U U s
s T s
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= −⎢ ⎥+⎣ ⎦
1

0
c

RK
R

=

整理得
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2.4  2.4  系统动态结构图系统动态结构图

（2）速度反馈的传递函数

( ) ( )f sfU s K n s=

式中： 为速度反馈系数sfK
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2.4  2.4  系统动态结构图系统动态结构图

（3）电动机及功率放大装置

( ) ( )d s kU s K U s=
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2.4  2.4  系统动态结构图系统动态结构图

（4）系统的动态结构图
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

1.典型连接的等效传递函数

(1)串联
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(2)并联
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(3)反馈连接
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

2.相加点及分支点的换位运算

原则:

换位前后的输入/输出信号间关系不变。
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(1)相加点后移
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(2)相加点前移
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(3)分支点后移
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(4)分支点前移
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(5)分支点换位
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(6)相加点变位
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

(7)相加点和分支点一般不能变位
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

3.  系统开环传递函数

定义：

闭环系统反馈信号的拉氏变换与偏差信
号的拉氏变换之比（反馈通道断开），定义
为系统的开环传递函数，用 表示。( )KW s
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

1 2 3

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
f

K f g f

X s
W s W s W s W s W s W s W s

E s
= = =

系统的开环传递函数是正向通道传递函数
与反向通道传递函数的乘积。

)(sW f

( )gW s ——正向通道传递函数

——反向通道传递函数
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例2-12  无交叉局部反馈系统

( ) 1 2 3 6

2 3 4 5

( ) ( ) ( ) ( )
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+ +

)(sX r

− −
)(1 sW )(3 sW)(2 sW

)(4 sW

)(6 sW

)(5 sW

)(sX c

2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

例2-13  有交叉局部反馈系统

)()()()()()(1
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543632
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

4. 系统闭环传递函数

定义：

在初始条件为零时，系统的输出量与
输入量的拉氏变换之比称为系统的闭环传

递函数，用 表示。( )BW s
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换
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对于单位反馈系统，有

( ) ( )( )
( ) 1 ( )

c K
B

r K

X s W sW s
X s W s

= =
+

2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

5.系统对给定作用和扰动作用的传递函数

原则：对于线性系统来说，可以运用叠加原
理，即对每一个输入量分别求出输出量，然后
再进行叠加，就得到系统的输出量。
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

（1）只有给定作用

1 2
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

（2）只有扰动作用 2
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2.52.5系统传递函数和结构图的等效变换系统传递函数和结构图的等效变换

（3）两个输入量同时作用于系统
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2.6  2.6  信号流图信号流图

信号流图是一种用图线表示线性系统方
程组的方法。

1.信号流图中的术语

(1)源点
只有输出支路的节点称为源点或称为输入节点。

它一般表示系统的输入变量。

(2)汇点
只有输入支路的节点称为汇点或称为输出节点。

它一般表示系统的输出变量。
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2.6  2.6  信号流图信号流图

(3)混合节点

既有输入支点又有输出支点的节点称为混
合节点。

(4)通路

从某一节点开始，沿支路箭头方向经过各
相连支路到另一节点（或同一节点）构成的路
径，称为通路。通路中各支路传输的乘积称为
通路传输（通路增益）。
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2.6  2.6  信号流图信号流图

(5)开通路

与任一节点相交不多于一次的通路称为开通路。

(6)闭通路

如果通路的终点就是通路的起点，并且与任何其他
节点相交不多于一次的通路称为闭通路或称为回环。

(7)回环增益

回环中各支路传输的乘积称为回环增益（或传输）。
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2.6  2.6  信号流图信号流图

(8)前向通路

是指从源点开始并终止于汇点且与其他节点相交不
多于一次的通路，该通路的各传输乘积称为前向通路

增益。

(9)不接触回环

如果一信号流图有多个回环，各回环之间没有任

何公共节点，就称为不接触回环，反之称为接触回环。
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2.6  2.6  信号流图信号流图

2. 梅逊增益公式

∑
=

==
n

k
kk

r

c T
X
X

T
1

1 Δ
Δ

式中：

T ——系统的总传输；

Tk ——第k 条前向通道的传输；

n  ——从输入节点到输出节点的前向通路数；

——信号流图的特征式；Δ
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2.6  2.6  信号流图信号流图

特征式的意义为

——信号流图中所有不同回环的传输之和；

——信号流图中每两个互不接触回环的传输乘积之和；

……
——m个互不接触回环的传输乘积之和；

——称为第k条通路特征式的余因子，是在 中除去

第k 条前向通路相接触的各回环传输（即将其置

零）。

m
m LLLL ∑−++∑−∑+∑−= )1(1 321Δ
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2.6  2.6  信号流图信号流图

例2-14
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2.6  2.6  信号流图信号流图

例2-14
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2.6  2.6  信号流图信号流图

例2-15
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2.6  2.6  信号流图信号流图
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2.6  2.6  信号流图信号流图
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小小 结结

1.数学模型的基本概念。

数学模型是描述系统因果关系的数学表
达式，是对系统进行理论分析研究的主要依
据。

2.通过解析法对实际系统建立数学模型。

在本章中，根据系统各环节的工作原
理，建立其微分方程式，反映其动态本质。
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小小 结结

编写闭环系统微分方程的一般步骤为：

(1)首先确定系统的输入量和输出量。

(2)将系统分解为各环节，依次确定各环节
的输入量和输出量，根据各环节的物理
规律写出各环节的微分方程；

(3)消去中间变量，就可以求得系统的微分
方程式。
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小小 结结

3.非线性元件的线性化。

针对非线性元件的非线性微分方程分析
的难度，本章介绍采用小偏差线性化方法对
非线性系统的线性化描述。

4.传递函数。

通过拉氏变换求解微分方程是一种简捷
的微分方程求解方法。本章介绍了如何将线
性微分方程转换为复数 s 域的数学模型—
—传递函数以及典型环节的传递函数。
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小小 结结
5.动态结构图。

动态结构图是传递函数的图解化，能够
直观形象地表示出系统中信号的传递变换特
性，有助于求解系统的各种传递函数，进一
步分析和研究系统。

6.信号流图。

信号流图是一种用图线表示系统中信号
流向的数学模型，完全包括了描述系统的所
有信息及相互关系。通过运用梅逊公式能够
简便、快捷地求出系统的传递函数。
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END


