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第第44章章 根轨迹法根轨迹法

主要内容

根轨迹的基本概念

根轨迹的绘制法则

用根轨迹法分析系统的暂态特性

小结
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第第44章章 根轨迹法根轨迹法

学习重点
了解根轨迹的基本特性和相关概念；

了解根轨迹的类型划分，熟练掌握根
轨迹的分类原则；

掌握根轨迹的绘制法则，并能够熟练
地应用到根轨迹的绘制过程中；

学会应用主导极点、偶极子等概念近
似分析系统的性能；

了解根轨迹形状与系统性能指标之间
的关系。
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第第44章章 根轨迹法根轨迹法

根轨迹法
一种由开环开环传递函数求闭环闭环特征根的简便方法。

它是一种用图解方法表示特征根与系统参数的全部
数值关系的方法。

1948年，由伊文思（W. R. Evans）提出。

根轨迹法的任务

由已知的开环零极点和根轨迹增益，用图解方
法确定闭环极点。
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4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念

根轨迹

系统开环传递函数的每一个参数从零
变化到无穷大时，闭环系统特征方程的根
在 S 平面上的变化轨迹。
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研究开环放大系数K与闭环特征根的关系。当取不同K值

时，算得闭环特征根如下：
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4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念
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4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念

K由0→∞变化时，闭环特征根在S平面上移动的

轨迹如下图所示。这就是该系统的根轨迹。

根轨迹直观地表示了参数
K变化时，闭环特征根的

变化，并且还给出了参数
K对闭环特征根在S平面

上分布的影响。



东北大学《自动控制原理》课程组 9

根轨迹方程

控制系统结构图

开环传递函数
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4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念
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式中： ——开环零点；

——开环极点。

闭环系统特征方程式为

或可写作
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4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念
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这个方程式表达了开环传递函数与闭环特征方程

式的关系 ，该方程的解即为闭环特征根，因此该式又

称为根轨迹方程。

令s=σ+jω代入可得

4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念
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上式是一个复数，可表示成幅值和辐角的形式，则根轨

迹方程又可分别表示成

幅值条件：

4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念
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辐角条件：（充分必要条件）

4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念

式中： —开环有限零点到s点的矢量辐角；

—开环极点到s点的矢量辐角；

满足幅值条件和辐角条件的s值，就是特征方程式

的根，也就是闭环极点。
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4.1  4.1  根轨迹法的基本概念根轨迹法的基本概念

因为 在0→∞范围内连续变化，总有一

个值能满足幅值条件。所以，绘制根轨迹的
依据是辐角条件。

利用幅值条件计算 值比较方便，它可
以作为计算 值的依据。

gK

gK
gK
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绘制根轨迹的一般步骤

（1）出 =0 和 =∞ 时的特征根

（2）根据绘制法则大致画出0<     <∞ 时的根轨迹

草图

（3）利用辐角条件，对根轨迹的某些重要部分精确
绘制

gK

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

gKgK
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

4.2.1  绘制根轨迹的一般法则

1． 起点（ = 0）

= 0时，闭环系统的特征方程式等效为

上式即为开环系统的特征方程式。所以，当 = 0时，

闭环极点也就是开环极点。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

2.    终点（ =∞）

当 =∞时，闭环系统的特征方程式等效为

上式表明，当 =∞时，闭环极点也就是开环有限零

点。

今设N(s)为m阶方程，故有m个开环有限零点决定了

闭环极点的位置，尚有n-m个闭环极点，随着 =∞，它们

都趋向无限远（无限零点）。

gK

gK

gK

gK

∏
=

=+=
m

i
izssN

1

0)()(



东北大学《自动控制原理》课程组 18

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

3.    根轨迹分支数和它的对称性

根轨迹分支数取决于闭环系统的特征方程式中s的

最高次项，即为max(n,m)条。

闭环系统的特征根只有实数根和共轭复根，故根

轨迹都对称于实轴。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

4． 实轴上的根轨迹

根轨迹左侧的实数零、极点到根轨迹的矢量辐角
总为零；复平面上的所有零、极点是共轭的，它们到
实轴上根轨迹的矢量辐角之和也总为零。根轨迹右侧
的实数零、极点到根轨迹的矢量辐角均为180∘。

结论：在实轴上根轨迹分支存在的区间的右侧，开环
零、极点数目的总和为奇数。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

证明：设 为实轴上根轨迹右侧的开环有限零点数目，

为实轴上根轨迹右侧的开环极点数目，

由辐角条件

整理得

所以，实轴上存在根轨迹的条件应满足
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

例如下图所示，对于根轨迹A， =1（ =1， =0）；

对根轨迹B， =3；对根轨迹C， =5。它们都

是奇数。

pN zNpz NN +

pz NN + pz NN +
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

5．分离点和会合点
两条或两条以上的根轨迹分支在 s 平面上相遇又立即分

开的点称为分离点（或会合点）。

在下图上画出了两条根轨迹。我们把a点叫做分离点，b

点叫做会合点。它们表示当时，特征方程式会出现重根。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则
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分离点（会合点）的坐标 由下列方程所决定ds

整理得
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

说明：
用分离点方程式求解后，需将所求结果代入

特征方程式中验算。只有当与之对应的 值为正

值时，这些分离点才是实际的分离点或会合点。

gK
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如果实轴上相邻开环极点之间存在根轨
迹，则在此区间上必有分离点。

如果实轴上相邻开环零点之间存在根轨
迹，则在此区间上必有会合点。

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

例4-2  已知开环传递函数为

式中， ，求分离点和会合点。
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解 由已知：
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

代入分离点和会合点方程，有

由此得分离点和会合点分别为

'( ) ( ) '( ) ( )D s N s N s D s−

1 2 1 1 2(2 )( ) ( )( ) 0s p p s z s p s p= + + + − + + =

))(( 211111 pzpzzs −−+−=
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

该系统的根轨迹图如下图所示
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

6． 根轨迹的渐近线

——研究根轨迹是按什么走向趋向无穷远。

当 n>m 时，则有（n-m) 条根轨迹分支终止于

无限零点。这些趋向无穷远的根轨迹分支的渐近

线由与实轴的夹角和交点来确定。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则
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无穷远处的特征根，到S平面上所有开环有限零点和极点
的矢量辐角都相等，均为 ，即ϕ

ϕβα == ji
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独立的渐近线只有（n-m）条

ϕ（1）渐近线的倾角

代入辐角条件得

即渐近线的倾角为
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则
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（2）渐近线的交点 kσ−

由幅值条件
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

令上式中等式两边的项系数相等，即得渐近线的
交点

mn

zp
m

i
i

n

j
j

k −

−
−=−

∑∑
== 11σ

由于 和 是实数或共轭复数，故 必为实数，

因此渐近线交点总在实轴上。

jp iz kσ
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

例4-3 设开环传递函数为

)4)(1(
)(

++
=

sss
K

sW g
K

180 (1 2 ) 180 (1 2 ) 60 , 60 , 180
3 0

o o
o o o

n m
μ μϕ + +

= = = −
− −

∓ ∓

试确定其根轨迹渐近线。

解 （1）计算渐近线倾角。

因为m=0, n=3, 所以可得渐近线倾角为
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

1 1 1 4 0 5
3 0 3

n m

j i
j i

k

p z

n m
σ = =

−
+ −

− = − = − = −
− −

∑ ∑

因为 n=3, m=0；

所以渐近线交点为

0 1 20, 1, 4;p p p= = =

（2）计算渐近线交点。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

7． 根轨迹的出射角和入射角

出射角 ：根轨迹离开S平面上开环极点处的切

线与实轴的夹角。

入射角 ：根轨迹进入S平面上开环零点处的切

线与实轴的夹角。

scβ

srα
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

例4-4  已知开环传递函数为

试计算起点（-1+j1）的斜率。

)22)(3(
)2(

)( 2 +++
+

=
ssss

sK
sW g

K



东北大学《自动控制原理》课程组 37

把以上诸值代入辐角条件，即得起点（-1+j1）的出射角为

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

解 令 稍为增大，在（-1+j1）附近的特征根 应满足辐

角条件，即

ks ks

1 1 2 3 4( ) 180 (1 2 )oα β β β β μ− + + + = ± +

o6.264 −=β

1 1 2 345 , 135 , 26.6 90o o o oα β β β= = = =，解得



东北大学《自动控制原理》课程组 38

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则
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同理可得入射角的计算公式为

通过这个例子，可以得到计算出射角的公式为
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

8．根轨迹与虚轴的交点

根轨迹与虚轴相交时，特征方程式的根 ，此时系

统处于临界稳定状态，令此时的 。由此可计算对应的

临界放大系数 值。

确定交点的方法：

（1）把 代入特征方程式；

（2）利用劳斯判据。

s jω= ±

lK
g lK K=

s jω= ±
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

例4-5  设有开环传递函数为

试确定根轨迹与虚轴的交点，并计算临界放大系数。

2( )
( 1)(0.5 1) ( 1)( 2)

K K
K

K KW s
s s s s s s

= =
+ + + +

3 2( ) 3 2 2 0KF s s s s K= + + + =

假设 时根轨迹与虚轴相交，于是令上式中 s jω=K lK K=

解

方法（1） 根据给定的开环传递函数，可得特征方程式为
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

则得

亦即

解得： ， ，对应根轨迹的起点；

， ，对应根轨迹与虚轴相交。

交点处的（临界放大系数）为

0KK =

3KK =

0ω =

0)2(32)( 32 =−+−= ωωωω jKjF l

2

3

2 3 0

2 0
lK ω

ω ω

⎧ − =⎪
⎨

− =⎪⎩

2ω = ±

3lK =
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

方法（2） 用劳斯判据计算交点和临界放大系数

3

213s
2s 2 KK

1s 22
3

KK
−

0s 2 KK

3 2( ) 3 2 2 0KF s s s s K= + + + =

劳斯表

特征方程
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

在第一列中，令 行等于零，则得临界放大系数

根轨迹与虚轴的交点可根据 行的辅助方程求得，即

令上式中 ，即得根轨迹与虚轴的交点为3KK =

2s j= ±

2s

23 2 0Ks K+ =

3K lK K= =

1s
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

9 ．根轨迹的走向

如果特征方程的阶次 ，则一些根轨迹右行时，

另一些根轨迹必左行 。

说明：把特征方程式改为

式中： 是一个常数，它是各特征根之和。这表明，

随着 值改变，一些特征根增大时，另一些特征根必减小。

2≥−mn

( ) 1
1

1
1 ( ) 0

n
n n

k j n
j

W s s R s a s a−

=

+ = + = + + + =∏ ""

∑
=

=
n

j
jRa

1
1

gK
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

根轨迹绘制法则归纳如下：

（1）起点（ ）。开环传递函数的极点即根轨迹的起点。

（2）终点（ ）。根轨迹的终点即开环传递函数的零点

（包括 m 个有限零点和（n-m）个无限零点）。

（3）根轨迹数目及对称性。根轨迹数目为 ，根轨

迹对称于实轴。

（4）实轴上的根轨迹。实轴上根轨迹右侧的零点、极点之和

应是奇数。

0gK =

gK = ∞

max( , )n m
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

（5）分离点与会合点。分离点与会合点满足方程

0)()(')()(' =− sDsNsNsD

（6）根轨迹的渐近线。

渐近线的倾角 ),2,1,0()21(180 ""∓
=

−
+

= μμϕ
mn

o

渐近线交点 mn

zp
m

i
i

n

j
j

k −

−
−=−

∑∑
== 11σ
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

（9）根轨迹走向。
如果特征方程的阶次 ，则一些根轨迹
右行时，另一些根轨迹必左行。

2≥−mn

（8）根轨迹与虚轴交点。把 代入特征方程式，即
可解出交点处的临界 值和交点坐标。

s jω= ±
gK

入射角 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= ∑ ∑

=

−

=

n

j

m

i
ij

o
sr

1

1

1

180 αβα

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= ∑ ∑

−

= =

1

1 1

180
n

j

m

i
ij

o
sc αββ出射角

（7）根轨迹的出射角与入射角。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

4.2.2  自动控制系统的根轨迹

1. 二阶系统

设二阶系统的结构图如下图所示。它的开环传递函数为

( ) 1(1 ) ( )

gK
K

KKW s
s Ts s s

T

= =
+ +
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

二阶系统的根轨迹图如右图所示。

gK

如果要使得系统的阻尼比为 2
1

=ξ

则从原点作阻尼线0R,

交根轨迹于R（见右图）。

开环放大系数 应为KK

1
2KK
T

=

上式和第三章第三节用分析法所得的二阶工程最佳参数相同
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

2．开环具有零点的二阶系统

二阶系统增加一个零点时，系统结构图如下图所示。

它的开环传递函数为
)2.0(
)(

)15(2.0
)()(

+
+

=
+

+
=

ss
asK

ss
asKsW g

K



东北大学《自动控制原理》课程组 51

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

由下图知，复平面上的根轨迹是一个圆（证明详见教材）。
这个圆与实轴的交点即为

分离点和会合点：

aaas 2.02
1 −+−=

aaas 2.02
2 −−−=

本例说明：正向通道内适当引进零点，将使根轨迹向左偏

移，能改善系统动态品质。

时的根轨迹图1a =
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

3.  三阶系统

二阶系统附加一个极点的系统的结构图如下图所

示。它的开环传递函数为

( )
( 1)( 1)

( 1)( )

K
K

g

KW s
s s Ts

K
s s s a

=
+ +

=
+ +

在 时，分离点为 和 。因为在

-1~-4之间不可能有根轨迹，故分离点应为 。

4a = 467.01 −=s 87.22 −=s

467.01 −=s



东北大学《自动控制原理》课程组 53

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

当 时，根轨迹与虚轴交点为

对应的根轨迹放大系数为

考虑到 ，于是得临界开

环放大系数为

根轨迹绘于右图。

4a =

2±=ω

20=gK

lg KK 4=

5
4
20

==lK

本例说明：在二阶系统中附加一个极点，随着 增大，
根轨迹会向右变化，并穿过虚轴，使系统趋于不稳定。

gK
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

4．具有时滞环节的系统

假设, 时滞系统的结构如图所示, 其开环传递函数为

sg
K e

sD
sNK

sW τ−=
)(

)(
)(

闭环系统的特征方程式为

0)()()()(
11

=+++=+ ∏∏
=

−

=

−
m

i

s
ig

n

j
j

s
g ezsKpsesNKsD ττ
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

假设特征根 ，则满足特征根的幅值和辐角条

件为

ωσ js +=

g
n

j
j

m

i
i

Kps

zs
e 1

)(

)(

1

1 =
+

+

∏

∏

=

=−τσ

∑ ∑
= =

−+=+∠−+∠
n

j

m

i
ij zsps

1 1

)21()()( τωμ∓

与前面介绍的根轨迹绘制法则相对比可知，时滞系统的根轨迹绘制
法则要有所变化。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

时滞系统的根轨迹绘制法则：

（1）起点（ ）。当 时，除开环极点

是起点外， 也是起点。

（2）终点（ ）。当 时，除开环有限零

点 是终点外， 也是终点。

（3）根轨迹数目及对称性。根轨迹有无限多条分支。

根轨迹对称于实轴。

（4）实轴上的根轨迹。实轴上根轨迹右侧的开环零、

极点之和为奇数。

gK = ∞

0gK =

σ = ∞

0gK =

gK = ∞

−∞=σ
jp−

iz−
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

（5）分离点与会合点。

0)()]'([)()(' =− −− sDsNeesNsD ss ττ

（6）渐近线。水平线，与虚轴交点为

τ
πω N

±=

0gK = 时，

gK = ∞时，

2 ,
1 2

N n m
N n m

μ
μ

= −⎧
⎨

= + −⎩

为奇数

， 为偶数

1 2N μ= +
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

（7）出射角与入射角。

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−= ∑ ∑

−

= =

1

1 1

)(
n

j

m

i
ijsc αβτωπβ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++= ∑ ∑

=

−

=

n

j

m

i
ijsr

1

1

1

)( αβτωπα

（8）根轨迹与虚轴交点。

1 1
arctan arctan (1 2 )

n m

j ij ip z
ω ω π μ τω

= =

− = + −∑ ∑ ∓

∏

∏

=

=

+

+
= m

i
i

n

j
j

l

zj

pj
K

1

1

)(

)(

ω

ω
临界根轨迹放大系数
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

（9）复平面上的根轨迹。

0=μ

τωπ∑∑
==

−==+∠−+∠
m

i
i

n

j
j zsps

11

0)()( ∓

由辐角条件，假设 得

例4-6   设系统的开环传递函数为

)1()(
)(

+
=

−
−

ss
eK

e
sD

sNK s
gsg

τ
τ

试绘制其根轨迹。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

解 （1）起点 为： , ；其他起点

为 ，其渐近线为−∞=σ
00 =p 11 −=− p

(1 2 ) ( 0,1, 2, )μ πω μ
τ

± +
= = ""

（2）终点 为： ，其渐近线同上。)( ∞=gK ∞=σ
（3）在实轴的 0 ~ -1区间有根轨迹。

（4）分离点位置按式（4-25）计算，得

( 0)gK =

01)2()()](')([)()(' 2 =+++=−+ sssDsNsNsNsD τττ
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

由此算得 ]4)2([
2
1 2 +±+−= ττ
τ

s

当 时，得 ， 。因根轨迹位

于0 ~ －1间，故分离点是 。

1=τ 1 0.382s = − 2 2.618s = −

1 0.382s = −

（5）根轨迹与虚轴交点。当 ， ，得0=μ 1=τ

ωππω −=+ ∓
2

arctan

0.86ω =由此得

对应的临界根轨迹放大系数为 134.1=lK

同理可计算 时的 和 值。根据以上计算结

果作的根轨迹如下图所示。

0≠μ ω lK
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

当滞后时间 很小时，根轨迹与虚交点的值 将很大，临界根轨迹放大系

数 也是很大。这时时滞环节的影响减弱。因此，对于滞后时间 为毫秒级

的元件，我们常把它的传递函数近似地认为 ，即把它等效成为

一个惯性元件。

τ ω

lK τ

s
e s

τ
τ

+
≈−

1
1
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

4.2.3  零度根轨迹

零度根轨迹：根轨迹的辐角条件不是 ，而

是 的情况。

)21(180 μ+°±

μ°± 360

图示系统有一个零点在S

右半平面，它的传递函数为

)(
)(

)1(
)1()(

1

1

1 pss
zsK

sTs
sTKsW gak

K +
−

−=
+
−

=
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

它的闭环特征方程式为

0)()()()( 11 =−−+=− zsKpsssNKsD gg

gKpss
zs

sD
sN 1

)()(
)(

1

1 =
+
−

=亦即

gKpss
zs

sD
sN 1

)()(
)(

1

1 =
+
−

=幅值条件

辐角条件 ∑ ∑
= =

+∠−+∠=∠−∠
m

i

n

j
ji pszssDsN

1 1

)()()()(

1 1
360 ( 0,1, 2 )

m n

i j
i j
α β μ μ

= =

= − = ° =∑ ∑ ""

由于辐角条件是偶数个 ，故名为零度根轨迹。π
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

零度根轨迹的绘制，改变了与幅角有关的规则：

（1）实轴上的根轨迹。实轴上根轨迹右侧的零点、极点之和

应是偶数。

（2）根轨迹的渐近线。倾角

（3）根轨迹的出射角与入射角。

2 , ( 0,1, 2, )
n m
μπϕ μ= =
−

∓ ""

1

1 1
360

n m
o

sr j i
j i

α β α
−

= =

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

1

1 1

360
n m

o
sc j i

j i

β β α
−

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

入射角

出射角
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则
例4-7  试绘制下图示系统的根轨迹。

解

（1）二个开环极点： ， ；

一个有限零点： 和一个无限零点。

00 =p
1

1
1
T

p −=−

aT
z 1

1 −=−
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

（2）实轴上根轨迹。确定这一系统实轴上轨迹的原则是，它

右侧的零、极点数目之和应是偶数。因为只有这样，

才能满足辐角条件。

因此在实轴的0 ~  和 ~      区间存在根轨迹。

（3）分离点与会合点

分离点与会合点分别为

1

1
T

−
aT

1
−∞

0)())(()()(')()(' 111 =+−−++=− psszsspssDsNsNsD

1
1

1 1 1 a

a

Ts
T T

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
2

1

1 1 1 a

a

Ts
T T

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

根轨迹如下图所示。

不难证明，复平面上的轨迹是一个圆，圆心为有限零

点 ，半径为 。
aT

z 1
1 =

1

1
T
Ta+
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

4.2.4  参数根轨迹

参数根轨迹（或广义根轨迹）：以 以外的参数作为变

量的根轨迹，称为参数根轨迹。

1. 一个参数变化的根轨迹

假设系统的可变参数是某一时间常数T，原特征方程式变

为

gK

( ) ( )
( ) ( )

g T

T

K N s TN s
D s D s

=

式中， 、 分别为等效的开环传递函数分子、分母多项

式，T的位置与原根轨迹放大系数 完全相同。

( )TN s ( )TD s

gK



东北大学《自动控制原理》课程组 70

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则
例4-9  给定控制系统的开环传递函数为

试作出以为参变量的根轨迹，并利用根轨迹分析取何值时

闭环系统稳定。

解 闭环特征方程

改写为

等效的开环传递函数为

( ) , 0
(2 )K
s aW s a

s s a
+

= ≥
−

0)1()12(2 2 =−−+=++− sassasass

a

0
)12(
)1(1 =

+
−

−
ss
sa

)12(
)1()(

+
−

−=
ss
sasWeq

该系统在绘制以为 参变量的根轨迹时，应遵循零度根轨迹的绘制规则。
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相应的根轨迹绘于右图。

由图可知，当

时系统处于临界稳定状

态。

闭环系统稳定的范围：

例4-9 系统的根轨迹

本例说明，尽管在许多情况下，都是绘制常义根轨迹，但是在绘制参数根

轨迹、研究正反馈系统、处理非最小相位系统时，都有可能遇到绘制零度

根轨迹的情形。

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

1a =

10 << a
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

2.  几个参数变化的根轨迹（根轨迹簇）

在某些场合，需要研究几个参数同时变化对系统性能的影

响。例如在设计一个校正装置传递函数的零、极点时，就

需研究这些零、极点取不同值时对系统性能的影响。为此，

需要绘制几个参数同时变化时的根轨迹，所作出的根轨迹将

是一组曲线，称为根轨迹簇。
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

例4-10  一单位反馈控制系统如图所示，试绘制以K和 为

参数的根轨迹。

a

解 系统闭环特征方程为

2 0s as K+ + =

先令 ，则上式变为

或写作

0a = 2 0s K+ =

21 0K
s

+ =
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4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

令

据此作出 对应的根轨迹，如下图a所示。这是

时，以K为参变量的根轨迹。

其次考虑 ，把闭环特征方程改写为

令

1 2( )K
KW s
s

=

1( )KW s
0a =

0a ≠

21 0as
s K

+ =
+

2 2( )K
asW s

s K
=

+
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它的极点为，零点为0。不难证明，对应特征方程的根轨迹
为一圆弧，其方程为

 

4.2  4.2  根轨迹的绘制法则根轨迹的绘制法则

例如令K=9，则 2 2( )
9K

asW s
s

=
+

2 2 23σ ω+ =

下图b为K取不同值时所作的根轨迹簇。
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

根轨迹绘出以后，对于一定的 值，即可利用幅值条

件，确定相应的特征根（闭环极点）。如果闭环系统的零

点是已知的，则可以根据闭环系统零、极点的位置以及已

知的输入信号，分析系统的暂态特性。

用根轨迹法分析控制系统的步骤用根轨迹法分析控制系统的步骤::

1. 1. 画出系统的根轨迹图画出系统的根轨迹图

2. 2. 在根轨迹上确定闭环零、极点的位置在根轨迹上确定闭环零、极点的位置

3. 3. 根据系统闭环零极点的分布分析系统的性能根据系统闭环零极点的分布分析系统的性能

gK
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4.3.1  在根轨迹上确定特征根

根据已知的 值，在根轨迹上确定特征根的位置时，可

以采用试探法。

gK

gK

4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

1.取试验点

2.连接 与开环零极点

0s

0s
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对于 的系统，可先在实轴上选实验点，

找出闭环实极点后再确定闭环复极点。

例4-11   系统开环传函为

试确定 的闭环极点。

解 闭环特征方程为

4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

3n m− ≥

( ) ( )( )1 4
g

K

K
W s

s s s
=

+ +

( ) ( )( )1 1 4 0K gW s s s s K+ = + + + =

10gK =
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由图可知：在

有一实根，设其为:

4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

1 1R σ= −－

实根求法：1.试探法

2.作图法

由

( )( )1 4 0gs s s K+ + + =

求得 的一个特征根为
1 1 4.6R σ- =－ ＝－

10gK =

4~ −∞−
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设另外两个复根为：

由特征方程得:

根据代数方程根与系数的关系有：

可求得二共轭复根:

2 2

3 2

R j
R j

σ ω
σ ω

− = − +
− = − −

( )( )
( )( )( )

3 2

1 2 3

1 4 5 4g gs s s K s s s K

s R s R s R

+ + + = + + +

= + + +

( )( )
1 2 3 1 2 2

1 2 3

2 5, 0.2
4.6 0.2 0.2 , 1.46g

R R R
R R R j j K

σ σ σ
ω ω ω

+ + = + = − = −

= + − = =

2,3 0.2 1.46R j− = − ±

4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性
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4.3.2   用根轨迹法分析系统的性能

4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

用根轨迹法分析控制系统：

定性分析－－稳定性分析。

定量分析－－暂态响应分析，定量计算性能指标。

控制系统的性能是由闭环零、极点的位置决定的。根轨迹

是闭环特征根随参数变化的轨迹，根轨迹法分析系统性能的最

大优点就是可以直观地看出系统参数变化时，闭环极点的变化。

选择适当的参数，使闭环极点位于恰当的位置，获得理想的系

统性能。
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(1)闭环系统有两个负实极点

暂态过程主要决定于离虚轴近的

极点。

一般当时 ，可忽略极点

的影响。

4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

由根轨迹求出闭环系统极点和零点的位置后，就可以按

第三章所介绍的方法来分析系统的暂态品质。

2 15R R≥ 2R−
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

① 假设 不变

随着阻尼角 的改变，极点将沿着以 为半径的圆弧移动。ξθ arccos=
nω

nω

(2) 闭环极点为一对复极点

由 （或阻尼角 ）和 决定系统的暂态特性。ξ nωξθ arccos=
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性
② 假设 不变

则随着 增大，极点将沿矢量方向延伸。

θ

nω

等阻尼线



东北大学《自动控制原理》课程组 85

4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

③ 是表征系统指数衰减的系数，它决定系统的调节时间。

有相同 的系统，将有相同的衰减速度和大致相同的调节

时间。

nξω

nξω

等衰减系数线
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

(3) 闭环系统有一对复极点外加一个实极点

系统超调量减小，调节时间增长

一对复极点和一个实极点

当实极点与虚轴的距离比

复极点实部与虚轴的距离

大5倍以上时，可以不考

虑这一负极点的影响，直

接用二阶系统的指标来分

析系统的暂态品质。
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

（4）闭环系统有一对复极点外加一个零点

将增大系统超调量

但是，如果 ， , 

则可以不计零点的影响，直接用

二阶系统的指标来分析系统的暂

态品质。

5.0=−ξ nz ξω41 ≥

一对复极点和一个零点
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

（5）闭环系统中一对相距很近的实极点和零点称为偶子。

偶子对系统暂态响应的影响很小，可以忽略不计。

用根轨迹法分析系统暂态品质的最大优点是可以

看出开环系统放大系数（或其它参数）变化时，系统

暂态品质怎样变化。
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

4.3.3  开环零点对系统根轨迹的影响

增加开环零点将引起系统根轨迹形状的变化，因而影响

了闭环系统的稳定性及其暂态响应性能。

2 1
1 2 1 2

( ) ( )
( 1)( 1) ( )( )

gK
K

KKW s p p
s T s T s s s p s p

= = >
+ + + +

如果在系统中增加一个开环零点，系统的开环传递函数变为

))((
)(

)(
21 pspss

zsK
sW g

K ++
+

=

例4-12   设系统的开环传递函数为
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

开
环
零
点
在
不
同
取
值
情
况
下
的
根
轨
迹
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

从以上四种情况来看，一般第三种情况比较理想，这时

系统具有一对共轭复数主导极点，其暂态响应性能指标也

比较令人满意。

可见，增加开环零点将使系统的根轨迹向左弯曲，并在

趋向于附加零点的方向发生变形。如果设计得当，控制系

统的稳定性和暂态响应性能指标均可得到显著改善。
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

4.3.4  开环极点对系统根轨迹的影响

例4-13   设系统的开环传递函数

其对应的系统根轨迹如下图a所示。

若系统增加开环极点，开环传递函数变为

其相应的根轨迹如下图b所示。

)0(
)(

)( 1
1

>
+

= p
pss

K
sW g

K

)(
))((

)( 12
21

pp
pspss

K
sW g

K >
++

=
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

开环极点对系统根轨迹的影响

根轨迹将向右弯曲
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4.3.5  偶极子对系统性能的影响

在系统的综合中，常在系统中附加一对非常接近坐标原

点的零、极点对来改善系统的稳态性能。这对零、极点彼此零、极点彼此

相距很近，又非常靠近原点，且极点位于零点右边，相距很近，又非常靠近原点，且极点位于零点右边，通常称

这样的零、极点对为偶极点对或偶极子。

在系统中附加下述网络

若上述网络的极点和零点彼此靠得很近，即为偶极子。

4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

1
1 1 01

s
T

s
T

β β
β

+
≈ ∠ °

+
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

例4-14   系统的开环传递函数为

1.06( )
( 1)( 2)KW s

s s s
=

+ +

在系统中附加偶极点对，相应的新开环传递函数为

)2)(1)(01.0(
)1.0(

)('
+++

+
=

ssss
sK

sW g
K
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4.3  4.3  用根轨迹法分析系统的暂态特性用根轨迹法分析系统的暂态特性

系统附加偶极子对根轨迹的影响

新系统的根轨迹除S平面原点附近外，与原系统根轨迹相比无
明显变化。
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1. 根轨迹是以开环传递函数中的某个参数（一般是根轨迹增益）

为参变量而画出的闭环特征方程式的根轨迹图。根据系统开环

零、极点在S平面上的分布，按照规则，就能方便地画出根轨

迹的大致形状。

2. 根轨迹图不仅使我们能直观的看到参数的变化对系统性能的影

响，而且还可以用它求出指定参变量或指定阻尼比相对应的闭

环极点。

3. 根据确定的闭环极点和已知的闭环零点，就能计算出系统的输

出响应及其性能指标，从而避免了求解高阶微分方程的麻烦。

小小 结结
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END


