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         2009 年兰州大学数学分析考研试题及解答 

一、计算题 

1.求
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( )
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t dt

t t t dt
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解 原式
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注：
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∫
，

( )
( )

2 3

2

0

0

0

sin
lim 12

sin

x

x
x

t dt

t t t dt
−→
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2.求 arctan xdx∫ . 

解 原式
1

2
1 1

arctan
1 2

x x x xdx
x

−
= − ⋅ ⋅

+∫
 

       

1

21
arctan

2 1

x
x x dx

x
= −

+∫  

       
2

1
arctan

2 1

y
x x dy

y
= −

+∫
    ( )y x=  

        arctan arctanx x y y C= − + +  

        ( )1 arctanx x y C= + − + . 

3.计算
2 4 2

1 2

1 1x
x x

x x
dx e dy dx e dy

y y

− −+∫ ∫ ∫ ∫ . 

解 原式
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      ( )2

1
1 y

y e dy
−= −∫  

      ( ) 2
2 1

1
2y

ye e e
− − −= − = − + . 

4.求抛物线 2 4y x= 与它在 ( )1,2 处的法线所围成的有限区域的面积. 

解 在 ( )1,2 处，
2dy

dx y
= ， 

1

1
x

dy
k

dx =

= = ， 

法线的斜率为 1− ， 

设法线方程为 ( )2 1y x− = − − ， 3x y= − ， 

法线与抛物线交于 ( )1,2 ， ( )9, 6− ， 

于是所求的面积 

2
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−

−
= ∫ ∫

2
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4

y
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−

 
= − − 

 
∫  

 

2
3

2
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1
3

2 12

y
y y

−

 
= − − 
 

 

( )1 1
3 8 32 224

2 12
= ⋅ − ⋅ − − ⋅  

56 64
24 16

3 3
= + − = . 

5.求幂级数 ( )
2 1

1

1

1
n

n

n

x

n

−∞
−

=

−∑ 的收敛域与和函数. 

解 设 ( ) ( )
2 1

1
n

n

x
u x

n

−

= − ， 

当 0x ≠ 时，由于
( )

( )
1 2 2lim lim

1

n

n n
n

u x n
x x

nu x

+

→∞ →∞

 = = + 
, 

当 1x < 时，原幂级数绝对收敛， 

当 1x = − 时，
( )

1

1
n

n n

∞

=

−
∑ 为条件收敛， 
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当 1x = 时，
( ) 1

1

1
n

n n

−∞

=

−
∑ 为条件收敛， 

当 1x > 时，原幂级数发散， 

( ) ( )
2 1

1

1

1
n

n

n

x
S x

n

−∞
−

=

= −∑ ( )
2

1

1

2
1

2
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x
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∞
−

=

= − −∑  

     ( ) 2 1

0
1

2
1
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t dt
x

∞
−

=

 = − − 
 
∑∫  

    ( )2
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2 1x n
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t dt
x t

∞

=

 = − − 
 
∑∫  
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1

x t
dt

x t t
= − ⋅

+∫  
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1 2

1

x t
dt

x t
= −

+∫  

     ( )2

0

1
ln 1

x

t
x

= − +
( )2ln 1 x

x

+
= − ， ( )1x < . 

( )2
2

0 0

2
ln 1 1lim lim 0

1x x

x
x

x

x→ →

+ += = . 

6.计算曲线积分 ( )( ) ( )sin cosx x

L

e y b x y dx e y ax dy− − + −∫ ，其中 L 是从 ( )2 ,0a 沿

着曲线 22y ax x= − 到点 ( )0,0 的一段. 

解 记 ( )sin
x

P e y b x y= − − , cosxQ e y ax= − , 

则 cosxP
e y b

y

∂ = −
∂

， cosxQ
e y a

x

∂ = −
∂

，于是
Q P

b a
x y

∂ ∂− = −
∂ ∂

， 

曲线 22y ax x= − ，即 

2 22 0x ax y− + = ， 0y ≥ ， 

( )2 2 2
x a y a− + = ， 0y ≥ ， 

( ) ( ){ }2 2 2, : , 0D x y x a y a y= − + ≤ ≥ ， 

由 Green 公式 
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原曲线积分 ( ) ( )2

0

a

D

b a dxdy bx dx= − − −∫∫ ∫  

      ( ) ( )221 1
2

2 2
b a a b aπ= − ⋅ +  

      
( ) 2 3

4

2

a b aπ π+ −
= . 

二．证明： lim sin
n

n
→∞

不存在. 

证明 由于区间
3

2 ,2
4 4

k k
π ππ π + +  

， ( )0,1,2,k = L 长度为 1
2

π > ，而存在整数 

3
2 , 2

4 4
k

n k k
π ππ π ∈ + +  

； 

同理存在
5 7

2 ,2
4 4

k
m k k

π ππ π ∈ + +  
， 

假若 lim sin
n

n a
→∞

= 存在， 

则有 lim sin k
k

n a
→∞

= ， lim sin k
k

m a
→∞

= ， 

由于
2

sin 1
2

kn≤ ≤ ，
2

1 sin
2

km− ≤ ≤ − ， 

从而
2

1
2

a≤ ≤ ，
2

1
2

a− ≤ ≤ − ， 

这是矛盾的， 

所以 lim sin
n

n
→∞

不存在. 

三．设函数 [ ] [ ]: , ,f a b a b→ ，满足 ( ) ( )f x f y L x y
α− ≤ − ，任意 [ ], ,x y a b∈ 其中

L ,α 为正常数. 

证明 （1）当 1α > 时， ( )f x 恒为常数； 

（2）当 1L < , 1α = ,存在唯一的 [ ],a bξ ∈ ，使得 ( )f ξ ξ= . 

证明 （1）当 1α > 时， 

由
( ) ( ) 1

0 0
f y f x

L y x
y x

α −−
≤ ≤ − →

−
， ( )y x→ ， 
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知 ( ) 0f x′ = ， [ ],x a b∀ ∈ ，于是 ( )f x 恒为常数； 

（2）显然 ( )f x 连续，又 ( )a f x b≤ ≤ ， 

存在 [ ],a bξ ∈ ，使得 ( )f ξ ξ= ， 

下证唯一性. 

设 [ ],a bη ∈ ，也满足 ( )f η η= ， 

则 ( ) ( )f f Lξ η ξ η ξ η− = − ≤ − , 

由于0 1L< < ， 

所以 0ξ η− = ，ξ η= ， 

故存在唯一的 [ ],a bξ ∈ ，使得 ( )f ξ ξ= . 

四．设 ( )f x 是区间 I 上的有界函数，证明 ( )f x 在区间 I 上一致连续的充分必要

条件是对任给的 0ε > ，总存在正数 M ，使得当 ,x y I∈ ， x y≠ ，且

( ) ( )f y f x
M

y x

−
>

−
时，就有 ( ) ( )f y f x ε− < . 

证明 充分性 用反证法. 

假若 ( )f x 在区间 I 上不一致连续，则存在 0 0ε > ，存在{ } { },
n n

x y I∈ ， 

使得
1

n nx y
n

− < ，但 ( ) ( ) 0n n
f x f y ε− > ， 

即有
( ) ( )

0

n n

n n

f x f y
n

x y
ε

−
>

−
， 

由假设条件，对 0 0
2

ε > ，只需要n充分大， 

就有 ( ) ( ) 0

2
n nf x f y

ε− < ， 

矛盾 

所以 ( )f x 在区间 I 上一致连续； 

必要性 设 ( )f x 在区间 I 上一致连续， 

用反证法若结论不成立， 
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则存在 0 0ε > ，对任意正整数n，存在{ } { },
n n

x y I∈ ， 

使得
( ) ( )n n

n n

f x f y
n

x y

−
>

−
， 

但 ( ) ( ) 0n n
f x f y ε− > . 

即有
2

n n

M
x y

n
− < ， ( )sup

x I

M f x
∈

 = 
 

， 

这与 f 一致连续矛盾. 

注：对函数 ( )f x C= ，或者 ( )f x x= ，显然在 I 上一致连续，不成立必要性的结

论，反证法中的{ }n
x ，{ }n

y 不存在，所以此题应只有充分性，应无必要性. 

五．设 2 2:f R R→ 是连续映射，若对 2R 中任何有界闭集K ， ( )1
f K

− 均是有界的，

证明 ( )2
f R 是闭集. 

证明 设 y 是 ( )2
f R 的任意一个极限点， 

则存在{ } 2

n
x R⊂ ， 

使得 ( )lim n
n

f x y
→∞

= ， 

而集合 ( ){ } { }: 1, 2,nA f x n y= = L U ， 

作为 2R 中的有界闭集（有界是因为极限存在，而闭性是由于极限唯一） 

其原像 ( )1
f A

− 是有界的， 

现因 ( )1

nx f A
−∈ ， 

所以{ }nx 是有界的， 

由 Weierstrass 聚点定理，存在子列{ }
kn

x 及 2
x R∈ ， 

使得 lim
kn

k
x x

→∞
= ， 

由 f 得连续性， ( ) ( )lim
kn

k
f x f x y

→∞
= = ， 

所以 ( ) ( )2y f x f R= ∈ ， 



 

您所下载的资料来源于 kaoyan.com 考研资料下载中心  

获取更多考研资料，请访问 http://download.kaoyan.com 

故 ( )2f R 是闭集. 

六．证明二元函数 ( ),f x y xy= 在点 ( )0,0 处连续， ( )0,0xf ， ( )0,0yf 存在 

但在点 ( )0,0 处不可微. 

证明（1）显然 ( ) ( )
0
0

lim , 0 0,0
x
y

f x y f
→
→

= = ， 

所以 ( ),f x y 在点 ( )0,0 处连续， 

由
( ) ( ),0 0,0

0
f x f

x

−
= ，

( ) ( )0, 0,0
0

f y f

y

−
= ， 

知 ( )0,0 0xf = ， ( )0,0 0yf = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0,0 0,0 0,0
x y

R x y f x y f f x f y ∆ ∆ = ∆ ∆ − + ∆ + ∆   

         x y= ∆ ∆ ， 

当 ( ) ( )2 2
0x y∆ + ∆ → 时， 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

, x yR x y

x y x y

∆ ∆∆ ∆
=

∆ + ∆ ∆ + ∆
不存在极限， 

所以 ( ),f x y 在 ( )0,0 处不可微. 

七．设 ( )
1

1

2n
n

f x
x

∞

=

=
+∑ ， 

证明（1） ( )f x 在[ )0,+∞ 上可导，且一致连续； 

（2）反常积分 ( )
0

f x dx
+∞

∫ 发散. 

证明 （1）记 ( ) 1

2
n n

u x
x

=
+

， 

对任意 [ )0,x∈ +∞ ， 

( ) 1
0

2
n n

u x< ≤ ， 

所以 ( )
1

n

n

u x
∞

=
∑ 在[ )0,+∞ 一致收敛， 



 

您所下载的资料来源于 kaoyan.com 考研资料下载中心  

获取更多考研资料，请访问 http://download.kaoyan.com 

( )
1

1

2n
n

f x
x

∞

=

=
+∑ 在[ )0,+∞ 上连续， 

对 [ )1 2, 0,x x ∈ +∞ ， 

( ) ( )1 2

1 1 2

1 1

2 2n n
n

f x f x
x x

∞

=

 
− = − + + 

∑  

             ( )( ) 1 2

1 1 2

1

2 2n n
n

x x
x x

∞

=
= −

+ +∑  

             
1 2

1

1

2 2n n
n

x x
∞

=

≤ −∑  

              1 2

1

3
x x≤ − ， 

由此既得 ( )f x 在[ )0,+∞ 一致连续； 

( )
( )2

1

2
n

n
u x

x
′ = −

+
, ( ) 2

1 1

2 4
n n n

u x′ ≤ = , 

( )
1

n

n

u x
∞

=

′∑ 在[ )0,+∞ 上一致收敛， 

于是 ( )f x 在[ )0,+∞ 连续可导，且 ( ) ( )
( )2

1 1

1

2
n

n
n n

f x u x
x

∞ ∞

= =

′ ′= = −
+

∑ ∑ . 

（2）由于， ( ) 0f x′ > ， 

( )
1 1

2 2

2 2
1

1

2

k k

k k n
n

f x dx dx
x

− −

∞

=

=
+∑∫ ∫  

          
1

2

2

1

2

k

k k
dx

x
−

>
+∫  

          ( )11
2 2

2 2

k k

k k

−> −
+

 

          
12 1

2 2 4

k

k

−

> =
⋅

， 1k∀ ≥ ， 

所以 ( )
1

2

2
1

k

k

k

f x dx
−

∞

=
∑∫ 发散， 

故 ( )
0

f x dx
+∞

∫ 发散. 
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